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قسم الرياضيات - حامعة الملك سعود 


المقدمة 


تعتبر نظرية التركيبات من فروع الرياضيات التي تشهد اهتماماً كبيراً و 
تطوراً سريعاً في وجهيها النظري و التطبيقي. ويعود ذلك إلى تطبيقاتها الكثيرة في 
ميادين متنوعة كعلوم الحاسوب و الاتصالات و النقل و علم الجينات و تصميم 
الات اج 

تعالج نظرية التركيبات ثلاثة أنواع رئيسة من المسائل: مسائل الوجودء 
مسائل العد و السرد» مسائل الإنشاء. و تبحث هذه العالجة عن إجابات للاسظة: 
هل يوجد تشكيل تركيبي من نوع معين؟ كم هو عدد التشكيلات التركيبية و هل 
يمكن سردها؟ كيف نختار من بين التشكيلات التركيبية المكنة تشكيلاً أمثلياً 
بالنسبة إلى معيار ما؟ و يلاحظ أنه عندما تكون مسألة الوجود سهلة فإن الاهتمام 
ينصب على مسألة العد و السرد؛ وبالرغم من أن معظم النتائج المعروفة يتعلق بالعد 
إلا أن أهمية السرد بدأت تتجلى حديثاً لعلاقته بعلم الحاسوب. وعندما تكون 
مسألة الوجود صعبة فغالباً ما تكون مسألة العد و السرد ذات أهمية متدنية. Jy‏ 
مسألة الإنشاء GB‏ نبحث عن خوارزمية جيدة لإيجاد حل امثلى بالنسبة إلى شروط 

يقدم هذا الكتاب مدخلاً إلى مسألتي الوجود و العد حيث يعرض 
الأساسيات التي لا تستند إلى مواضيع متقدمة في الرياضيات. و يعالج التفكير 
التركيبي مسألة العد ضمنياً باستخدام فكرة التقابل لاختزال مسائل معطاة إلى مسائل 


-ξ- 


محلولة مسبقا. نبدأ باستعراض مبادی العد الأساسية» نموذج العينة للعد» مسألة 
عدد الحلول في الأعداد الصحيحة لعادلة خطية. ثم ننتقل إلى تقدیم آدوات آکثر 
فعالية في معالجة مسائل العد. في الحقيقة» نقدم الدوال الولدة» العلاقات 
الارتدادية» مبدأ التضمین و الاقصاء. بقدر مناسب من التفصیل. ولکننا لا نقدم 
نظرية بولیا للعد بالرغم من آهمیتها وذلك لأن فهمها یحتاج معرفة رياضية متقدمة 
نسبیا. بعد ذلك» ننتقل إلى مسائل الوجود عبر تقدیم مبدأ برج الحمام و آعداد 
رمزي؛ و لکننا لا نتطرق إلى مواضيع مهمة آخری مثل تصمیم التجارب. 

و سیقدر المؤلفان أية ملاحظات تبدی من قراء هذا الکتاب؛ و یمکن إرسال 
أية تعليقات أو اقتراحات عبر البريد الألكترونى zohairi@ksu.edu.sa‏ 

وفي الختام نأمل أن نكون قد وفقنا في تقديم مدخل سهل إلى نظرية 
التركيبات وأن يكون هذا الكتاب إضافة علمية إلى ما كتب بالعربية» و الله من وراء 
القصد. 


المؤألفان 


--δ-- 


الفصل الأول: طرق أساسية للعد 


(۱۰۱) مبدأي المجموع و حاصل الضرب .. 


.............. مبدأ التقابل‎ (cY) 


............ (AE تمارین(۱‎ 


ιν, سک و و‎ ο ο ο رة زات الحداون‎ (GV $£) 
سخ‎ ο ο ο το ο نج‎ mas ο نموذج التوزيع‎ (Y: 9) 
YY الا‎ ο ο ον] 


......... تجزئات الأعداد الصحيحة‎ (ἡ ἐγ) 


تمارین(۱۰۳) ............ 


الفصل الثاني: مبدأ التضمین و الاقصاء 


و 


تمارين . 
الفصل الثالث: الدوال المولدة 


(؟»*) الدوال المولدة العادية . 
تمارین(۳۰۱) ........... 
(Wc Y)‏ الدوال المولدة الأسية . 


............ Υ تمارین(۲‎ 


الفصل الرابع : العلاقات الارتدادية 
(f)‏ مقدمة .. 
ç Y)‏ £( العلاقات الارتدادية الخطية التجانسة .. 


5¿ $( العلاقات الارتدادية غير التجانسة . 


(40۳) پناء العلاقات الارتدادية 89 ο ο‏ 


تمارين ... 


الفصل الخامس: مبدأ برج الحمام و أعداد رمزي 
(ος 1)‏ مبدأ برج الحمام ل 


سوت 


53 ΜΕ ΟΡ ναι 


AC ο... 


۱۳ 


ς Y)‏ 6( أعداد رمزي 


تمارين(؟ » 9( ......... 


دليل الصطلحات .. 


الفصل الأول 


5 ς 
مبادئ العد الأساسية‎ 
BASIC COUNTING PRINCIPLES 


يعتبر العد هدفا أساسيا من دراسة نظرية التركيبات. تدعى نظرية 
التركيبات أحيانا "فن العد" لأننا نعد polis‏ مجموعة منتهية دون أن نكتب 
عناصرها في قائمة مفصلة. يهدف هذا الفصل إلى التعرف على صور العد الست 
القياسية. هذه المسائل الست إضافة إلى مبادئ المجموع و حاصل الضرب و التقابل 
تمثل الأدوات الرئيسة لحل معظم مسائل هذا الكتاب. 

هذه السائل الست يمكن النظر إلى أربع منها التتالیات. التباديل» 
الترکیبات» المجموعات المضاعفة) من خلال نموذجين: نموذج العينة للعد و نموذج 
التوزيع للعد'ء في حين المسألتان المتبقيتان (تجزئة المجموعات» تجزئة الأعداد 


الصحيحة) لا يمكن النظر إليهما إلا من خلال نموذج التوزيع للعد. 


' هذان النموذجان ليسا الوحيدين للعد. هناك نموذج الدوال للعد الذي يعد صياغة دقيقة لنموذج التوزيع للعد . 
أنظر البند الرابع من الفصل الأول في المرجع [5]. 


(۱۰۱) مبدأي المجموع و حاصل الضرب 


إذا كانت ,4 ....,,4 ,4 مجموعات منتهية تحقق # - ,۰۸4 ,4 لكل 


¿i j‏ فان Αι». ωι|-] AF142: 4 A|‏ 4|. يسمى هذا المبدأ مبدأ 


المجموع .The Rule of Sum‏ 
يمكن إثبات مبدأ المجموع بواسطة الاستقراء الرياضي على ۰6 ونترك ذلك 
للقارئ. 

غالبا ما نستخدم الصيغة المكافئة التالية ليدأ المجموع عند حل المسائل: 
إذا كان إنجاز المهمة 4 يتطلب إنجاز أي من الهمات ب4 ,...,:4 ,4 و إذا 
كان لا يمكن إنجاز ,4 و ره في الوقت نفسه لكل íz j‏ وكان عدد طرق إنجاز 
Á,‏ هو n,‏ لكل عدد صحيح I<: > k‏ فان عدد طرق إنجاز A‏ هو 
Ai + h, 1۲۰۰۰‏ 

إذا كانت ,4 ,...,ر4 ,4 مجموعات منتهية فان 
٠٠١| 4, |‏ ليك || بك =4 ××4 × 4|. يسمى هذا البداً مبدأ Jola‏ الضرب 
The Rule of Product‏ يمكن إثبات مبدأ حاصل الضرب بواسطة الاستقراء 
الرياضي على ck‏ ونترك ذلك للقارئ. 

غالبا ما نستخدم الصيغة المكافئة التالية لبدأ حاصل الضرب عند حل 
المسائل: إذا كان إنجاز المهمة 4 يتطلب إنجاز التتالية التالية من الهمات 
يك .42,۰۰ ,4 (١‏ 4 أولا ثم م4 ثانيا وهكذا) و إذا كان عدد طرق إنجاز الهمة 
A,‏ لا يعتمد على الكيفية التي تم بها انجاز المهمات ArAnA‏ لكل عدد 


-τ- 


صحيح # > ر > ۰2 وكان عدد طرق إنجاز ,4 هو n,‏ فان عدد طرق إنجاز A‏ 


۰-71 Πο H, هو‎ 


مثال(۱۰۱) 
لتکن < أبجدية عدد حروفها m‏ جد [Enl‏ حيث ,= هی مجموعة الکلمات 
التي طول كل منها n‏ والتي حروفها من الأبجدية ,2 . 


الحل : xx; x, ος)‏ = ۷ كلمة من ,2 . عدد طرق اختیار الحرف X,‏ هو m‏ 
لكل > ۶ > ۰1 كما أن اختیار الحرف ‏ لا یعتمد على اختیار الحروف التی 
قبله. إذن استنادا إلى مبدأ حاصل الضرب m‏ |< |. 


مثال(۱۰۲) 

يعمل في مستشفی 4 آطباء و 7 ممرضین و 3 فنیین. بكم طريقة یمکن تکوین 
فریق عمل مؤلف من طبيب و ممرض و فني؟ 

الحل : یمکن اختیار الطبیب بأربع طرق و يمكن اختیار المرض بسبع طرق و 
يمكن اختیار الفني بثلاث طرق. استنادا إلى مبدأ حاصل الضرب عدد الطرق المكنة 
هو 4.7.384 

مثال(۱۰۳) 


کم عددا مکونا من رقمين یمکن تکوینه بحيث یکون مجموع رقمیه عددا فردیا؟ 


الحل: ليكن بر هو رقم الآحاد و × هو رقم العشرات. نبدأ باختيار ×. يمكن 
اختيار × من المجموعة (1,2,...,9) و بالتالي فان عدد طرق اختيار × هو 9. إذا 
كان × فرديا فانه يمكن اختيار y‏ من المجموعة }0,2,4,6,8{ < أما إذا كان × 
زوجيا فإنه يمكن اختيار ر من المجموعة (1,3,5,7,9) و بالتالي فان عدد طرق 
اختيار y‏ بعد اختيار × هو 5. إذا عدد الأعداد المطلوبة هو 45 - 9.5. لاحظ 


أنه لو بدأنا باختيار بر فإن عدد طرق اختيار × بعد اختيار y‏ ليس ثابتا. 
(۱۰۲) مبدأ التقابل 


إذا كان 8 ج 4 : 7 تقابلا من المجموعة A‏ إلى المجموعة B‏ فان |8 |-|4 |. 


(۱۰۳) نموذج العينة للعد 


لتکن (,۵,...,یه,,ه) A=‏ مجموعة. إن أخذ عينة من 4 یعتمد على الاجابة عن 
السوالین التالیین : 

الأول: هل ترتيب العناصر مهم É‏ هذه العينة أم ΟὟ‏ 

إذن لدينا أربع حالات» يوضحها الثال التالي»ء سنتحدث عن كل منها. 


4 


مثال(۱۰) 
لتکن لدینا المجموعة {αμαγαι)‏ = 4 . يوضم الجدول العطی آدناه العینات 


الكونة من عنصرین و المأخوذة من A‏ 








dd, 66 « 4 0), dad, Ad, و44‎ 


d24, 4242, d23, ب0 يك‎ , 0 0 002 


04 , و وه , 4 ول 


faa}‏ (يه.رها 
{α;,α)} {aa}‏ 


(αν, αι)‏ [یه ریه) 







αν)‏ ریه) 


لتكن Α-αια,....α,)‏ مجموعة. نسمي العينة متتالية طولها οὗ r‏ 
متتالية مكونة من 7 عنصرا) r- sequence‏ من A‏ إذا كان يسمح فيها بالتكرار 
والترتيب فيها مهم و نكتبها على الشكل ,×...ر××. بمناقشة مماثلة لما فعلنا في 
مثال(۱۰۱) يمكن إثبات أن عدد التتالیات التي طولها 7 من مجموعة سعتها 7 
هو .W‏ 

ος)‏ (,0,...,وه,,] = 4 مجموعة. نسمي العينة تبديلا طوله ۰۳ (أو 
تبديلا مکونا من 7 عنصرا) r- permutation‏ من A‏ إذا كان لا يسمح فيها بالتكرار 
و الترتیب فیها مهم و نكتبها على الشکل ,۲,,...3. 


عدد التباديل التى طولها r‏ من مجموعة عدد عناصرها 7 هو 


n(n -1( ۰۰۰) - ۲ + 1) 


البرهان: لتكن αμα ιά)‏ مجموعة و لیکن X,X,...X,‏ = 7 تبدیلا من 
الطول ” من 4 . لاحظ أن: 

.H هو‎ X, عدد طرق اختيار‎ -١ 

۲- عدد طرق اختيار X,‏ هو 1-1« 


۳- عدد طرق اختيار E X,‏ 


.-۳ +1 عدد طرق اختيار ,× هو‎ —r 
واحيث إن الا ختیارات مستقلة في كل مرحلة فحسب مبدأ حاصل الضرب يكون‎ 


عدد التباديل التي طولها r‏ من A‏ هو (1+#- سم)...(7)7-1 E‏ 


نرمز لعدد التباديل التى طولها r‏ من مجموعة سعتها n‏ عادة بالرمز 
οἱ (n),‏ بالرمز P(n,r)‏ . لاحظ أن 


ορ سب‎ uen pas 
(η -- r)! 





لتكن (,ه,...,وه,6) A=‏ مجموعة. أي مجموعة جزثية من A‏ من 
السعة 7۲ r- subset‏ يمكن النظر إليها عل أنها عينة من A‏ سعتها r‏ الترتيب 
فيها غير مهم ولا يسمح فيها بالتكرار. تسمى المجموعة الجزئية أحيانا توفيقا 


أو تركيبا .combination‏ 


عدد المجموعات الجزئية التى سعتها 7 من مجموعة عدد عناصرها 7 هو 
n!‏ 
ri(n-r)!‏ 


البرهان: إذا كان r=0‏ فان المجموعة الجزئية الخالية هی الوحيدة التى y‏ 
نفرض .١ < 0 οἱ‏ لاحظ أن أي مجموعة جزئية عدد عناصرها r‏ تقابل r!‏ تبديلا 

مختلفا É‏ مجموعة التبادیل التی طولها 7 كذلك یمکننا الحصول على ۲۱ Was‏ 

مختلفا من أي مجموعة جزئية عدد عناصرها 7 و بناء عليه فان 

xr!‏ (عدد المجموعات الجزئية التى عدد عناصرها Ὁ‏ = عدد التباديل 

التي طولها r‏ 

من البرهنة(۱۰۱) نستنج أن عدد المجموعات الجزئية التى عدد عناصرها 7 


يرمز لعدد المجموعات الجزئية التي سعتها ۲ من مجموعة سعتها 7 
{n‏ 
بالرمز B‏ أو بالرمز .C(n,r)‏ 


مثال(۱۰۵) 
إذا كانت ورقة اختبار تحوي 7 أسئلة و كان على الطالب أن يجيب عن 5 أسئلة 


فقط. فبکم طريقة یمکن للطالب أن يجيب على الاختبار؟ 
7 
الحل : عدد طرق الإجابة هو 21 - ۳ 


)١١5(لاثم‎ 

يعمل 12 مهندسا في شركة» و من أجل تنفيذ أحد المشاريع تريد الشركة اختيار 
فريق عمل مؤلف من 5 مهندسين. 

Ó)‏ بكم طريقة يمكن للشركة أن تختار فريق العمل؟ 

(ب) بكم طريقة يمكن للشركة أن تختار فريق العمل إذا أصر مهندسان على العمل 


معا؟ 
(ج) بكم طريقة يمكن للشركة أن تختار فريق العمل إذا رفض مهندسان أن يعملا 
معا؟ 


الحل: (ἦγ‏ عدد الطرق الممكنة هو PE‏ 

(ب) ليكن المهندسان اللذان يصران على العمل معا هما © و6. إذا كان © وط 
ضمن الفریق المختار فان عدد الطرق اللممكنة لاختيار الفريق هو a‏ أما إذا كان 
الفریق الختار لا یتضمن كلا من © و b‏ فان عدد الطرق الممكنة لاختیار الفریق هو 


10 ۲ 
B‏ إذن» بالاستناد إلى مبدا المجموع نجد أن عدد الطرق المکنة هو 


10 10 
HEH = 120 + 252 = 372 


(ج) ليكن المهندسان اللذان يرفضان العمل معا هما © و 5. إذا كان © ضمن 

الفريق الختار فان b‏ ليس ضمن الفريق و بالتالي فان عدد الطرق في هذه الحالة هو 

ο πο 10 

4 . با مثل إذا كان b‏ ضمن الفریق المختار فان عدد الطرق هو i‏ . اما 31[ 
10 

كان الفريق لا يتضمن كلا من © و 5 فإن عدد الطرق هو 5 . إذن» بالاستناد 


إلى مبدأ المجموع نجد أن عدد الطرق المكنة هو: 


p 2 0 5i 
+ Ξ- = 
4 4 + 5 210+210+252=672. 


لتكن ΑΞ ayay ua)‏ مجموعة. نسمي العينة مجموعة جزئية 
مضاعفة سعتها r- multiset r‏ من A‏ إذا كان الترتيب فيها غير مهم و يسمح 
κ‏ عر ل 


--ᾱ-- 


فقا لما ذكر أعلاه فان (α,α,δ,ο,ς,ο, di‏ مجموعة جزئية مضاعفة سعت 
و £ مخمو: جر 


7 و فيها تكرار كل من ,۵,8,6 يساوي 2,1,3,1 على الترتیب. 


مثال(۱۰۷) 
المجوعات الجزئية الضاعفة و التی سعتها 3 من (α,ὂ,ο}‏ هی: 
ο], {b,b,b},{b,b,a},{b,b,c},‏ و ἰα,α,α],{α,α,δ},{α,α,ε],{α,‏ 


{C,C,C}, {ο,ς,α),ζο, ο, b}. 


مبرهنة(۱۰۳) 


وی 


البرهان: لتکن إ,ه,...,ره,,4) A=‏ مجموعة. لكل مجموعة جزئية مضاعفة 
سعتها r‏ من ۰۸ نکون جدولا مكوئا من 7 عمودا و سطرين. نضع في مستطيلات . 
السطر الأول من اليسار إلى اليمين ,,©,....42,© على الترتيب» و لكل 
...= أ نضع في الستطيل أسفل a,‏ نجوما عددها يساوي عدد مرات ظهور 
العنصر a,‏ في المجموعة المضاعفة. لاحظ أن عدد النجوم في مستطيلات السطر 
الثاني يساوي 7. فمثلا المجموعة المضاعفة (,0,,۵,۵,,4) من المجموعة 


αι}‏ ,وك ,ره يقابلها الجدول 


پات 





وبالعکس أي جدول عدد النجوم É‏ مستطيلات السطر الثاني فيه ۲ تقابله 
مجموعة مضاعفة من A‏ سعتها ۰۲ علیه » یوجد تقابل بين المجموعات الضاعفة و 
الجداول. لحساب عدد الجداول نعمل التغییر التالي في الجدول : 

نحذف الخطوط الأفقية الثلاثة كما نحذف العناصر من الصف الأول و الخطین 
الرأسيين الأول و الأخير من الجدول. فمثلا الجدول أعلاه یصبح بعد التغییر 

*||* ** و پالعکس ** | ** | تقابل المجموعة الضاعفة ( به,وه,ره,ر) . إذا عدد 
المجموعات الضاعفة التي سعتها 7 يساوي عدد تبادیل 7 نجمة و 7-1 خطا 
رأسيا. لحساب هذا العدد لدینا 7-1+7 مكاناء إذا اخترنا r‏ مکانا للنجوم 


فستکون الأمكنة التبقية للخطوط الرأسية. و حیث إن عدد طرق اختیار r‏ مکانا من 


n-l+r 
r ان عد المجموعات المضاعفة التي سعتها‎ ] 8 0000 Π -- 1 -- م‎ 


à 0 
95 هو‎ 


تمارین(۱۰۱) 


 -۱‏ (أ) کم عددا صحیحا یقع بين 1 و99 لا یوجد فيه رقمان متشابهان؟ 
(ب) کم عددا صحیحا زوجیا یقع بين 1 و99 لا یوجد فيه رقمان 
متشابهان؟ 
)<( کم عددا صحیحا فردیا δῶν‏ بين 1 و99 لا یوجد فيه رقمان 
متشابهان؟ 
۲- إذا كانت (100,101,...,999) = B‏ فما هو عدد الأعداد الفردية التى تنتمى 
إلى 8 و آرقامها مختلفة؟ 

۳- إذا كانت (1000,1001,...,9999) = 8 فما هو عدد الأعداد الفردية οὖ!‏ 
تنتمي إلى 8 و آرقامها مختلفة؟ 

4- رمیت قطعة نقد ثلائین مرة» کم عدد التتالیات المكنة لظهور الصورة و 
الکتابة؟ 

ه- کم طريقة مختلفة ممكنة للإجابة عن عشرین سوالا إذا كان يمكن الإجابة عن 
أي منها بنعم أو لا؟ 

-١‏ كم طريقة مختلفة ممكنة للإجابة عن أسئلة امتحان مكون من خمسين سؤالا 
إذا كان لكل إجابة عن سؤال من العشرين الأولى ثلاثة خيارات و لكل إجابة 
سؤال من الثلاثين الباقية خمسة خيارات؟ 


۷- كم عدد طرق ترتيب حروف COMPUTER ¿JS‏ 


(أ) إذا كانت حروف العلة متجاورة؟ 
(ب) إذا كان الحرف P‏ يظهر إلى يسار $T‏ 
(ج) إذا كان هناك حرفين فقط بين Μ‏ و0؟ 


ος... 
J (= 


(8). < (8), < (τ). < (n), جد‎ -۰ 


(n), = (n) οἱ وضح‎ -۱ 


n H 5 
11 11 n-li s κ. 
ا م‎ | ὁ آثبت‎ -۳ 


1 ۰ 27۱ 
6 - مستخدما التمرين ۰۱۳ اثبت أن Í J‏ عدد زوجي إذا كان 1 < 7. 
n‏ - 





۵۰- أثبت أنه لأي عدد صحيح موجب 7 يوجد على الأقل 7 عددا غير أولي. 

[ إرشاد: اعتبر الأعداد (1+ 7) +! (1+ 3,٠٠١, (η‏ ها (1 + (n‏ ,2 عا )1 + [ίη‏ 

να‏ بكم طريقة يمكن أن يجلس 7 فردا حول طاولة مستديرة؟ 

۷- تستخدم سفينة إرسال إشارات برفع سبعة أعلام متتابعة على سارية. كم 
إشارة مختلفة يمكن إرسالها بخمسة أعلام مختلفة ألوانها؟ 

۸~ بكم طريقة یمکن أن تصطف آربع سیارات حمر متطابقة و آربع سيارات 
بيض متطابقة بحيث لا تتجاور سيارتان لهما اللون نفسه؟ 


8- بكم طريقة يمكن أن تصطف أربع سيارات حمر مختلفة و أربع سيارات 
بيض مختلفة بحيث لا تتجاور سيارتان حمراوان؟ 

۰- كم عدد الكلمات المكونة من خمسة أحرف من الأبجدية العربية إذا كان لا 
یسمح بتکرار الحرف؟ 

۱- طالب لديه 25 من الکتب الختلفة ولدیه رف یتسع فقط لعشرة کتب. بکم 
طريقة یمکنه أن يصف عشرة من کتبه على الرف؟ 

-YY‏ کم عدد تبادیل [1,2,۰۰۰,7) التي تثبت الرقم 1؟ 

۳- بكم طريقة یمکن تجزئة 12 عنصرا مختلفا إلى ثلاث مجموعات تتکون کل 
منها من أربعة عناصر؟ 


۶- بكم طريقة یمکن تجزئة 7 عنصرا مختلفا إلى 7 مجموعة تتکون کل منها 


-٥‏ بكم طريقة يمكن تجزئة mn‏ عنصرا مختلفا إلى ΠῚ‏ مجموعة pols sas‏ کل 
منها 7؟ 


5 أثبت أن τὶ‏ يقسم حاصل ضرب أي 7 من الأعداد الصحيحة الموجبة 
التعاقبة. [ إرشاد: اعتبر طرق اختيار 7 عنصرا من مجموعة عدد عناصرها 
[n +7 -1‏ 

n -۷‏ عصا مختلقة کسر کل منها إلى جزئین Job‏ و قصير. بكم طريقة يمكن 
تکوین ۸ زوجا من الأجزاء بحیث کل زوج یتکون من جزء قصیر وآخر طویل؟ 

—YA‏ شركة حلويات تضع في كيس مجموعة من 10 أصابع من الشوکلاته 


تختارها من بين ثلاثة آنواع. 


(أ) بكم طريقة يمكن أن تكون هذه المجموعة؟ 
(ب) کم عدد المجموعات التي تحوي على الأقل واحدا من كل نوع؟ 
4 لتكن 4 مجموعة sas‏ عناصرها ۸. 
)١(‏ جد عدد العلاقات التي يمكن تعريفها على ۲۸ 
(۲) جد عدد العلاقات R‏ على 4 في الحالات التالية: 
R )(‏ انعكاسية. 
(ب) ۸ تناظرية. 
(ج) R‏ انعكاسية و تناظرية. 
(د) ۸ تخالفية. 
Ye‏ جد عدد المتجهات É ν-(α,,α;,...,α.)‏ الحالات التالية : 
(γ‏ +1-ك,....,آ,0اء ,ه لكل #,...,2,آ - . 
æ εἴο)....,Κ. -1} (—)‏ لكل 1,2,...,7 < . 
αι € {0,1} g)‏ لكل 2,...,1ب1< ο‏ م ع ۵ 0۲۰۰۰4 + 0. 
-١‏ إذا كان ”,م ... رم رم = ” تحليلا للعدد 7 إلى عوامله الأولية فجد 
))( عدد قواسم 7. 
(ب) عدد قواسم ۸ التي لا يقسمها أي مربع كامل مختلف عن 1. 
-Yy‏ إذا كان p‏ عددا أوليا فاثبت أن م یقسم 3 لكل عدد صحيح 


م > ]> 0. 


(۱۰۶) مبرهنة ذات الحدين 


في هذا البند سنقدم مبرهنة ذات الحدين و التى يمكن النظر إليها كتطبيق من 
تطبيقات التوافیق. كما سنقدم مبرهنة متعددة الحدود و التى تعتبر تعميما لبرهنة ذات 
الحدين. 


مبرهنة(۱۰4) (متطابقة الكرجي و باسكال) 


. 
w په‎ 


لأي عددين صحيحين 1< < 7 فإن المتطابقة التالية متحققة 
μα‏ 
+ = 
k k / -1‏ 


البرهان: لتکن (,ه,...,یه,») = 4 مجموعة عدد عناصرها #. و لتکن B‏ مجموعة 
جزئية من A‏ عدد عناصرها .K‏ لدینا حالتان: اما ΕΒ‏ ,© أو a, EB‏ حسب مبدأ 
المجموع فان عدد المجموعات الجزئية من A‏ من السعة k‏ يساوي عدد المجموعات الجزئية 
من 4 من السعة / والتي لا تحوي a,‏ مضافا إليه عدد المجموعات الجزئية من 4 من 
السعة k‏ والتي تحوي an‏ 


عدد المجموعات الجزئية من 4 من السعة k‏ والتی لا تحوي a,‏ يساوي عدد 


1- 71 
المجموعات الجزئية من A- ία)‏ من السعة ck‏ إذا يساوي | k‏ { 


عدد المجموعات الجزئية من 4 من السعة k‏ والتي تحوي a,‏ يساوي عدد 


1 1 - 1 
المجموعات الجزئية من e n.‏ من السعة ۰7-1 D)‏ يساوي la‏ 
E‏ روت k‏ 


11 
باستخدام متطابقة باسكال يمكن إنشاء مثلث باسكال الذي يتكون من قيم 0 


1. 3: 3: 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 


مبرهنة(۱۰۵) (مبرهنة ذات الحدین) 


لأي عددین حقیقین x, y‏ + و أي عدد صحیح غير سالب ۰7 فان 


n n n n n—1 n 7۶-۵ 2و‎ n n τω [n n-i αἱ 
x+ =| "+ lx +| |x +e = 


البرهان : نستخدم الا ستقراء الرياضي على 7 البرهنة صحيحة عندما 0 n=‏ لأن الطرف 


e £‏ 0 
الایسر يساوي 1= ¿(x+ y)‏ كما أن الطرف الایمن يساوي 1= ۳ 


لنفرض صحة المبرهنة عندما 0 < / - مء أي أن: 


k k k k 
(x + y)“ = p + b= + BZ 


نريد إثبات صحة المبرهئة Las‏ 1+ )= 7. أي Yy‏ إثبات أن 
k+1 k+l k+1‏ 1[ +ع 
k+l k+l k k-1 2 k+1‏ 
x+ = χ 4 + 4+‏ 
ο 00 | +; μη;‏ 


k+1 


bay‏ أن 


(x+ y)" =(x+ γα γ)' 


ومن فرضية الاستقراء 


ο ο ο 
ο ο ο ο 
ο να. 3 ۳ 
(oar 
Ai J: 1 a ων 
سم‎ 0 I اا‎ 


علما أننا حصلنا على الساواة الأخيرة باستخدام متطابقة باسكال ا 


لاحظ أن عدد الحدود الختلفة في مفكوك (x + y)”‏ يساوي 1+ . 


ΠΗ ο μα. +=. 
! n! 


1+ 


متسلسلة ذات الحدين «(Το Binomial Series)‏ و من حساب التفاضل نعلم أنه إذا كان 


|x| «1‏ فإنه لكل عدد حقيقي ΚΕΚ‏ يكون 


(1+ κ)’ بو‎ ο ED م‎ 


y ۱ 


«αμ»‏ 7 عدد صحیح و 


0 ,7 > 0 
k 
n k —-1)... (k — 
k( ) 6 n+1) PE 
n! 


هى معاملات ذات الحدين المعممة (Generalized Binomial Coefficients)‏ و بغرض 
الاستخدام فى الفصل المتعلق بالدوال المولدة نجد الآن مفكوك ” (-1) حيث m‏ عدد 


صحيم موجب كما يلي : 


)1- 2 مك‎ SFr 


9 „Cm(-m-1)--(-m-n+1) , 
L. (—m)( m Y ( m-n+ ) χ 


ΤΗΣ ΠΟ ۰ و + ووز)‎ - D, 


E sss. 4 
n! 


مثال(۱۰۸) 
جد مفكوك .(x + y)°‏ 
الحل: 


3 3 3 3 
(x+ y)° = Ple +] تور + وتو‎ + = x° «3χ2γ + 3xy2 + γ᾽ 


مثال(۱۰۹) 





مثال(۱۰۱۰) 


إذا 


كل متتالية مكونة من جميع عناصر المجموعة المضاعفة 4 تسمى تبديلا ل .A‏ 


„bba و‎ bab abb هی‎ A={a,b,b} فمثلاء تبديلات‎ 


(VAD 
نوعا بحيث عدد العناصر المأخوذة من النوع‎ k إذا كان لدينا 7 من العناصر المأخوذة من‎ 
n! 


EEE za ο. ` ο :‏ 
رقم هو 7 لكل > 7 > 1 فان عدد تباديل هذه العناصر يساوي ار 


البرهان ۱ 
لدینا 7 مکانا. للعناصر من النوع الأول و التي عددها ἡ‏ یمکن أن نختار :7 مکانا من n‏ 
s ΠΠ 9 9 ο 4 ۰‏ 
مكانا ب 8 طريقة. للعناصر من النوع الثاني و التي عددها و7 يمكن أن نختار r,‏ مکانا 
augo : ων h ۱‏ 
من 7-7 مكائا ب η‏ طریقة. وعموما للعناصر من النوع رقم / و التي r, asse‏ 


Κ كم‎ πο s 


r. 


1 


يمكن أن نختار z‏ مكانا من ,_7-...-يم- 7-7 مکانا ب | 


طريقة» لكل 6 > 1> 2. ومن مبدأ حاصل الضرب ينتج الطلوب N‏ 


مثال(۱۰۱۱) 


کم عدد التبادیل الختلفة التی يمكن تکوینها من حروف كلمة SABACDDEFA‏ 


الحل 
9۱ 9۱ 


Ξ = 30240 
3111121111 (24! 


—v v —_ 





مبر هنة(۰۷ 4( (مبرهنة متعددة الحدود) 


إذا كانت X, Xa Xy‏ آعدادا حقيقية و كان 7 عددا صحیحا غير سالب فان : 


7 
دس وی ΤΙ‏ 


m 


ο ο h 


حيث الجمع مأخوذ على كل الأعداد الصحيحة μὲ‏ السالبة ,7,7:,...,7 التي FoS‏ 


7 n! 
; =—— واحيث‎ Hn 
Fisk που 


m 


البرهان 

(x + و‎ ++ x)" = (x + x σα) (αι TX, Έλα) Ομ n) 
حيث ”...7,7 أعداد‎ ×× ٠.١ ومنه أي حد من حدود المفكوك يكون من الشكل ع‎ 
صحيحة غير سالبة تحقق 7= ...+7( 7. معامل هذا الحد هو عدد تباديل 7 عنصرا‎ 


من النوع X,‏ و ,7 عنصرا من النوع ر×و ... و ,7 عنصرا من النوع برند. من البرهنة(۱۳) 


11 
يكون معامل ۰۰۰7 اند هو J‏ [. 


ΓΝ ΟΜΝ yp 
في البرهنة(۱۰۱۷) فاننا نحصل عل مبرهنة ذات‎ m=2 لاحظ أنه إذا و ضعنا‎ 
. ] 7-1 + 0 ۲ 
الحدين. كذلك عدد الحدود الختلفة في مفكوك ”(×+٠٠٠+ر× + ×) هو 58 وذلك‎ 


m-l+n ۲ ۲ 
í 8 J الأعداد الصحيحة غير السالبة يساوي‎ É 1 Γρ Τεν Hy, = h لان عدد حلول‎ 


كما سیثبت لاحقا في النتيجة(١١١١).‏ 


مثال(۱۰۱۱) 


.)۲ + y+ z) جد مفكوك‎ 


4 2+ 3-1 
الحل: عدد الحدود في القكوك هو 6 > πμ‏ 2 .من مبرهةمتعددة دود فان 


2 2 2 
× + 2(ج + یز‎ = x? + 2+ 2* + 
ΕΕ a 5 a 


πμ... 
x XZ 2 
11,0 [101 0.11” 


= x° + y? + 2ج‎ + 2xy + 2yz + 2xz 


تمارین(۱:۲) 


۱- استخدم مبرهنة ذات الحدین لایجاد مفکوك *(2 - ۲). 

.) + 1(* استخدم مثلث باسکال لایجاد مفکوك‎ —Y 

۳- استخدم مبرهنة متعددة الحدود لایجاد مفكوك *(2 y+‏ + ۲). 
-έ‏ ما هو معامل É x° y2zŠ‏ مفكوك ”ارج + بر + $(x‏ 

9- كم عدد حدود مفكوك 7 + بر + ير)؟ 


(n 
k n Π é ۾‎ μι Ἂν ES 
باستخدام مبرهنه ذات الحدين اثبت ان: "3= ا‎ =, 


: < - و 100 _ ,501 | s‏ 
۷ سب اوجد قيمة × إذا كان ×= 8 > ۱ 
V k‏ 


ΓΛ‏ كم عدد تباديل حروف كلمة MISSISSIPPI‏ بحيث I‏ لا يجاور !؟ 

9- کم عدد تباديل حروف كلمة ILLINOIS‏ بحيث لا يظهر 1 إلى يسار SL‏ 

۰- كم عدد المتتاليات الثنائية من الطول n‏ و التى تحوي عددا زوجيا من الأصفار و عددا 
فرديا من الرقم 1؟ 

-١‏ کم عدد المتتاليات الثنائية من الطول 7 و التي تحوي عددا زوجيا من الأصفار و 
عددا زوجيا من الرقم 1؟ 


11 


ἜΛῪ‏ لأي عدد صضجیح موجب H‏ أثيت أن ا ل 


k=1 


2η š 
۳۳ 2)» n? برهانا تركيبيا للمتطابقة‎ hel -۳ 


τ Je 3 
n+1 r r+1 n 5 
r+] r r r 


r r r r 7 r-i r. j 
0 k+l 7 +2 6+3 Ἢ 1 kl ol اثبت‎ -15 


ارشاد: استخدم متطابقة نا شكال 
[ ار P‏ [ 


n e 
+ οἱ برهانا ترکیبیا للمتطابقة ` مب‎ hel -١ 


۷- اکتب مفکوك ?)141( = 27 ثم أثبت ¿p| )2” -2( οἱ‏ حيث بر عدد أولي. 


سید دلج[ مج )سر 


المتطابقة صيغة فاندرمنود للالتفاف .(Vandermonde”s convolution formula)‏ 


-ν δ-- 


(۱۰۵ نموذج التوزيع للعد 


یهدف هذا البند إلى تقدیم نموذج التوزيع للعد 
.(The distribution model of counting)‏ لیکن لدينا r‏ كرة نرید توزیعها على 7 
صندوقاء ثلاثة أسئلة مهمة في هذا السياق: 
الأول: هل الكرات مختلفة أم متطابقة؟ 
الثاني : هل من الممكن أن يحوي الصندوق أكثر من كرة؟ 
الثالث : هل الصناديق مختلفة أم متطابقة؟ | 
في هذا البند سنفرض أن الصناديق مختلفة. إذا لدينا أربع حالات يوضحها الثال 
JW!‏ : 


(Y. مثال(۱۲‎ 


یوضح الجدول التالي كل التوزيعات الممكئة لكرتين على ثلاثة صنادیق مختلفذ. 


كل صندوق يحوي كرة 


على الأكثر 
la Jla]l J‏ 
ایفال la JL‏ 
ل ااها ها 
}11611162 | 
لهال lè JL‏ 
L dle [101 |‏ 






| {2} ل‎ 
الما‎ Jle] 
L 2112] 





لا شروط على عدد الكرات E‏ 


كل صندوق 
ل |b,,b,]| J‏ 
ل L Jl. J|‏ 
Jla]‏ ال .| 
ل )وال ها 
Jle]‏ ال ها 
ل ,»ال ها 
L Jib, JLo]‏ 
Lè, JL 116}‏ 
L Jla, Jla]‏ 





۱۸*1] JL J 
L القهال‎ J 
L JL Jl.) 
اأقالقا‎ J 
الفا‎ Jle] 
| 6112] 















الكرات مختلفة 

















الكرات متطابقة 






ليكن لدينا توزيع ل r‏ كرة مختلفة (,۵,8,,...,8) على n‏ من الصناديق 
الختلفة “q daa‏ نكون متتالية χιχ....Χ,‏ طولها ۲ من المجموعة 
aaa‏ مستخدمین التوزیع العطی كما يلي : X,‏ هو الصندوق الذي يحوي 
الكرة b,‏ لكل ۳ >> 1. 

و بالعكس c‏ إذا كانت χιχ....Χ,‏ متتالية طولها F‏ من مجموعة الصناديق 
ανν‏ فاننا نكون توزيعا للكرات المختلفة {b ὃν. b y‏ على الصناديق 
مستخدمين التتالية المعطاة كما يلي: نضع الكرة B,‏ في الصندوق x,‏ لكل ۲ > > 1. 
عليه» توزيعات r‏ كرة مختلفة على 7 من الصناديق الختلفة تقابل المتتاليات التي 
طولها r‏ من مجموعة سعتها 7. 

و بالثل يمكن توضيح أن توزيعات r‏ كرة مختلفة {δι δν...)‏ على n‏ 
من الصنادیق الختلفة هورق و التي لا يحوي فيها صندوق أكثر من كرة 
تقابل التبادیل التي طولها 7 من المجموعة (,0,,۵,...,۵]. علیه» ومن 
المبرهنة(١ ος‏ ينتج أن : 


. من الصناديق المختلفة يساوي‎ n كرة مختلفة على‎ r عدد طرق توزيع‎ ὦ 
من الصناديق الختلفة بحيث لا يحوي‎ n (ب) عدد طرق توزيع 7 كرة مختلفة على‎ 


أي صندوق اكثر من كرة يساوي ,(7). 


لتكن لدينا 7 كرة متطابقة موزعة على n‏ من الصناديق المختلفة 
αι πα,‏ لكل توزيع نأخذ عينة {χι Χο... X.)‏ من المجموعة 
αν)‏ ۳ الترتیب فيها غير مهم و سعتها 7 حیث XX... X,‏ هي 
الصنادیق التي تحوي الکرات. و بالعکس کل عينة (,,...,:3:,) سعتها r‏ من 
ο‏ يكون فیها الترتیب مهما تقابل توزیعا لکرات متطابقة 
عددها r‏ على n‏ من الصناديق الختلفة [,۵,,۵,,...,۵) كما يلي : نوزع الکرات 
بحيث يكون عدد الكرات $ الصندوق ,© يساوي عدد مرات ظهور العنصر á G,‏ العينة 
X.)‏ ...و {X1‏ علیه» يوجد تقابل بين توزيعات r‏ كرة متطابقة على 7 من 
الصناديق الختلفة μάς‏ والعينات من الطول r‏ التي لا يكون فيها الترتيب 
مهما و المأخوذة من مجموعة سعتها 7. 

لاحظ أنه إذا كان كل صندوق يحوي كرة على الأكثر » فإن العينات في هذه 
الحالة تكون مجموعات. أما إذا لم يكن هناك شروط على عدد الكرات في الصناديق» 


فان العینات فى هذه الحالة تكون مجموعات مضاعفة. من ذلك ومن المبرهنتين (۱۰۲) و 


(۱۰۳) نستنج أن: 


مبرهنة(9.١)‏ 
(D‏ عدد طرق توزيع ” كرة متطابقة على n‏ من الصناديق المختلفة يساوي 
n‏ 
I r‏ 
(ب) عدد طرق توزيع š S r‏ متطابقة على 7 من الصناديق الختلفة بحيث لا يحوي 


n 3‏ 
اي صندوق اکثر من كرة يساوي ۳ 


نتیجة(۱۰۱۰) 


لكل عدد صحیح 0 r>‏ فان عدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 


71-1 +7 
| J يساوى‎ Xi + (+۰ +×, =r 
5 z 


البرهان: لننظر إلى المتغيرات ,۲ X,,...,‏ ,1 كصناديق مختلفة» أي حل صحيح 
غير سالب للمعادلة يمكن رؤيته كتوزيع ل r‏ كرة متطابقة على الصناديق الختلفة 
Χι, X,,..., X,‏ . و العکس بالعكس. من البرهنة(۰)۱۰۹ عدد الحلول الصحيحة غير 


7+ 7۱-1 
السالبة للمعادلة = ,+2۲۰۰ + X,‏ يساوي 1 = 


مثال(۱۰۱۳) 


کم عدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 2 < $X + X, + X,‏ 


و 


الحل: من النتيجة (۱۰۱۰)» عدد الحلول يساوي 
0 05 
Ξ 6‏ اس 
2 2 


مثال(۱۰۱4) 


کم عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 30 = bJ X. + X, + X,‏ كان 3< × و 
X, <5‏ و 6 < (X,‏ 


الحل: حيث إن الحلول صحيحة فإن X,>6‏ تكافئ .X,>7‏ لنفرض 
F = X. =3‏ و Υ, =X,-5‏ 3 7- ,%= و لاحظ أن 


Y +Y, +Y, =X, -3 + X, - 5 + X, -7-30-15 -5 
و‎ X. < 3 إذا كان‎ X + X, + X, =30 عدد الحلول الصحيحة للمعادلة‎ disg 


X, > 5‏ و X,>6‏ يساوي عدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 
«Ἡ +Y, + Y, =15‏ 


من النتيجة (۱۰۱۰)» sas‏ الحلول يساوي 


3-1+15١ {1}} {17} 0706 
Μο... 





(A. 5)‏ تجزئات المجموعات 


ὁ‏ هذا البند نجد عدد التجزئات التي عدد أجزائها لمجموعة منتهية عدد 
عناصرها 7 أو ما يسمى بأعداد ستیرلنج من النوع الثاني؛ و نوضح أن عدد التجزئات 
التي عدد أجزائها ۸ لمجموعة عدد عناصرها 7 يساوي عدد طرق توزيع 7 من 
الكرات المختلفة على / من الصناديق المتطابقة بحيث يحوي كل منها كرة واحدة على 
الأقل. 

لتكن A‏ مجموعة غير خالية. نقول إن (,4,4,....4] تجزئة للمجموعة 
4 إلى k‏ جزءا أو تجزئة عدد أجزائها # إذا تحقق ما يلي : 

. 157 > لكل‎ ۵ ۶ A > 4-۱ 
A VAU... UA = 4 -Y 


=ó -۳‏ ,04 4 إذا كان / > تر عع 7ك 1. 


لتكن X = fb bab}‏ مجموعة مكونة من ثلاث كرات مختلفة. يمكن النظر 
إلى التجزئة (bob, bh‏ على أنها توزيع للكرات b.,b,,b,‏ على صندوقين | 
متطابقين بحيث تكون bb,‏ في صندوق و b,‏ في الصندوق الآخر. 

و بوجه عام إذا كانت X‏ مجموعة منتهية عدد عناصرها n‏ فكل تجزئة عدد 
أجزائها k‏ تقابل توزيعا لكرات مختلفة عددها 7 على صناديق متطابقة عددها k‏ 


بحيث يحوي كل منها كرة واحدة على الأقل. كذلك أي توزيع لكرات مختلفة عددها 


۸ على صناديق متطابقة عددها k‏ بحيث يحوي كل منها كرة واحدة على الأقل 
يقابل 25525 عدد أجزائها k‏ للمجموعة X‏ . 

يرمز لعدد التجزئات التي عدد أجزائها k‏ لمجموعة sas‏ عناصرها n‏ بالرمز 
S(n,k)‏ و تسمى S(n,k)‏ أعداد ستيرلنج من النوع الثاني 

.Stirling numbers of the second kind | 

لتكن Χ-ίχ,χ,,....χ,})‏ . لاحظ أن (X)‏ هي التجزئة الوحيدة التي عدد 
أجزاثها 1 للمجموعة ×. و ο.‏ 1= (5)7,1. كذلك ο‏ 
التجزئة الوحيدة التي عدد أجزائها 7 للمجموعة × . عليه .S(n,n)=1‏ 


مثال(۱۰۱۵) 


أوجد (5)4,2.. 


: هي‎ X التجزئات التي عدد أجزائها 2 للمجموعة‎ . × = (a,b,c, d) ος) الحل:‎ 
ffa}, {a,b,c} ffe}, fa, δ, ἆ}) flo}, {α, ο, α)) ffa}, {b,c αγ] 
.S(42)=7 عليه‎ .[{α, ἆ), {b,c} «{{α,ο), {b,a} ffa, δ}, {ο, α)) 


(A.A) JÉ 


| ۲ n 
A لاي عدد .صحيح موجب‎ sonn- =) 


ز ۳ 


البرهان: P ος‏ تجزئة عدد أجزائها 7-1 X ispad‏ عدد عناصرها 7. لاحظ 
انه يوجد جزء واحد فقط من هذه الأجزاء مكون من عنصرين و كل من الأجزاء الأخرى 
مكون من عنصر واحد فقط . أي أن كل تجزئة تتحدد تماما بتعيين الجزء الکون من 
عنصرين. و منه : 

عدد التجزئات التي عدد أجزائها 7-1 للمجموعة X‏ يساوي عدد المجموعات 


۳ 5 ۱ 4 
الجزئية من X‏ و الکونة من عنصرین. أي يساوي ۳ 


(Y. مثال(۱۷‎ 


الحل: من الثال(۰۱5) آعلاه: 


4 
S(43) = B =6 


حيث إن الأجزاء في التجزئة يجب أن تكون منفصلة زوجا زوجا و غير خالية 
فان 0 S(n,k)=‏ لأي عددين صحيحين موجبين 7 < /. نعرف 1= (9)0,0, و ` 
S (n,0) = 0‏ لكل عدد صحیح موجب H‏ و نستفید من ذلك في حساب آعداد ستیرلنج 
من النوع الثاني باستخدام البرهنة التالية. 


مبرهنة(؟١:١)‏ 
لكل عددين صحيحين موجبين nk‏ فان 


S(n+1,k) = S(n,k - 1( + kS(n, k) 


البرهان: لتكن N = (L2,...,n)‏ و (1+ Ν΄ = )1,2,..., n,n‏ . أي تجزئة للمجموعة 
Ν΄‏ إلى k‏ جزءا يمكن الحصول عليها بطريقة وحيدة من التالي: 

۱- تجزئة للمجموعة Ν‏ إلى 6-1 جزءاء وذلك بإضافة المجموعة (7+1/ إلى تلك 

التجزئة. عدد التجزئات في هذه الحالة هو (1- „S(n,k‏ 

۲- تجزئة للمجموعة ۸۷ إلى K‏ جزءاء وذلك بتعيين جزء من اجزاء التجزئة (عددها 

(k‏ و من ثم إضافة العنصر 1+ n‏ إليه. حسب مبدأ حاصل الضرب» عدد التجزئات في 


هذه الحالة هو (/,65)7/. من مبدأ المجموع» فان 
m S(n+1,k)= S(n,k -1( + kS(n, k)‏ 


مثال(۱۰۱۸) 
مستخدما البرهنة(۱۰۱۱۲) أوجد (5)5,3 . 
الحل: 


S(5,3) = 5)4,2( + 35)4,3( = 7 + 3.6 = 5 


یوضح الجدول التالي طريقة لایجاد slas‏ ستیرلنج من النوع الثاني باستخدام 
البرهنه(۱۰۱۲). 


— 





مبرهنة(۱۰۱۳) 
sas‏ الدوال الشاملة من مجموعة عدد عناصرها M‏ إلى مجموعة sas‏ عناصرها ¿Hh‏ 


.n!S(m,n) يساوي‎ ۰7 < n حيث‎ 


البرهان: لتکن 1 X =[x.,x,,..., X‏ و {YYY}‏ = ۲ و لتکن JX >Y‏ 
دالة شاملة. لكل ” > 1>1 نعرف المجموعة (xe X: Γ(α) - y.)‏ = )0 . من 
الواضح X οἱ‏ >(,ر) "£ ون ο) > ó‏ /0(,ر)" / إذا كان k‏ 1. کذلك 

n تجزئة عدد اجزائها‎ (f ك 1> 1:(,ر)'‎ η) J لأن الدالة شاملة.‎ f''(y,)= ó 


للمجموعة × . بالقابل يمكننا الحصول على #۱ دالة شاملة لأي تجزئة عدد اجزائها 


5 wx — 


7 للمجموعة X‏ . و حيث إن عدد التجزئات التى عدد اجزائها 7 للمجموعة 2 هو 
σε, η)‏ 5 < فينتج من ἴσο‏ حاصل الضرب أن عدد الدوال الشاملة هو (η, n)‏ 18 


ويمكن الحصول على أعداد ستیرلنج من البرهنة التالية التي سنثبتها باستخدام 
البرهنة(۰)۱۰۱۳ وذلك بعد حساب الدوال الشاملة بطريقة أخرى ὁ‏ البرهنة(۲۰۲) ὁ‏ 


الفصل الثاني. 


مبرهنة(۱۰۱4) 


1 ۸-1 | k - 1 š 
ο - رم بي‎ )-1( p= فان‎ ۸ < Kk لاي عددين صحيحين موجبين‎ 
οἱ من الواضح‎ B, بالرمز‎ n التجزئات لمجموعة سعتها‎ οὐκ! لنرمز‎ 


.b, 15 فمثلاً‎ .(Bell numbers) تسمى هذه الأعداد بأعداد بل‎ . 8, = > S(n,k) 
4-0 


يمكن الحصول على B,‏ من جدول أعداد ستيرلنج بجمع عناصر الصف رقم n‏ 


۳۱ 


(۱۰۷) تجزئات الأعداد الصحيحة 


ليكن 7 عدداً ΠΕ πας‏ نقول إن المتتالية غير المتزايدة من الأعداد 
الصحيحة الموجبة M, M,N,‏ تجزئة ل 7 إذا كان +n,+...+h,‏ 7-7 و لكل 
# >> نسمى πὶ‏ جزهء . فمثلاً 3,3,2,1 تجزئة للعدد 9. 


نرمز لعدد تجزئات العدد n‏ بالرمز p(n)‏ . كما نرمز لعدد تجزئات العدد 7 إلى / 
ge‏ بالرمز p, (n)‏ . 


مثال(۱۰۱۹) 


تجزئات العدد 5 هی : 


11111 
2,1,1,1 
2,2,1 
3,1,1 


332 


3,2 


4,1 


5 
عليه 7 -(7)5 كما أن 


p(5)=1 , (5)يم , 2 -(5)وم‎ - 2, p,(5)=1, p;(5)=1. 


240( > Σρι). τοΐ من الواضح‎ 

لاحظ أنه من الممكن رؤية التجزئة .7,,7:,...,7 للعدد الصحيح الوجب n‏ 
كتوزيع ل š S n‏ متطابقة على k‏ من الصناديق المتطابقة بحيث تحوي الصناديق 
+ من الكرات. وكذلك يمكن رؤية توزيع 7 كرة متطابقة على k‏ من 
الصنادیق المتطابقة بحيث لا يوجد صندوق خال كتجزئة للعدد 7. عليه» يوجد تقابل 
بين تجزئات 7 و توزيعات 7 كرة متطابقة على صناديق متطابقة بحيث لا يوجد 


صندوق خال. 


من الممكن بسهولة التحقق من أن: 
ρ(6) - 11‏ ,27 (ثام ,5 - (4)م ,23 (0م ,2 2 (2)2 , 1< (1) 
Ρ(7)Ξ15‏ 
كذلك يمكن ملاحظة أن: 


P, (1) - p. (n) = p, )(-1 


مبرهنة(86١١١)‏ 
لأي عددين صحيحين موجبين ,۰1 OB‏ 


p, (+K) = p0) +p) +--+ (مرم‎ =È ρι(ὴ 


البرهان: الحد الأيمن هو عدد تجزئات العدد n‏ التي عدد أجزائها أصغر من أو 
يساوي .Κ‏ لتكن ,۵,...,ره,ره تجزئة n sad‏ إلى i‏ جزءا حيث ISk‏ من هذه 
التجزئة نكون تجزئة للعدد n+‏ إلى / جزءا كما يلي: نضيف 1 إلى كل βία,‏ 
نضيف متتالية كل حد فيها 1 و طولها k= i‏ فنحصل على 


αι يه,1+‎ ε1,...να, + 1.1.1... 


حيث 


2 


(αι +1( + (a, +1( + ... + (a, +1( (κ -3( = a, +a, ++ τα, +k=n+k 


بالقابل من أي تجزئة للعدد ‏ +7 إلى ۸ جزءاً نكون تجزئة للعدد 7 عدد 
أجزائها أصغر من أو يساوي / وذلك بحذف كل الأجزاء التي تساوي 1 ثم طرح 1 


3 
من الأجزاء الأخرى. و بالتالي فان (7) ,م m p,(n+k)=2‏ 


i=1 
)١١١5(ةجيتن‎ 
3 
p,(m) = > p(n- k) 
i=1 
في البرهنة(8)۱۰۱۰ا‎ n=m-k البرهان: ضع‎ 


يعطى الجدول التالي قيم p,(n)‏ عندما 6,710 >1 وقد أنشئ استناداً إلى 


.k>n Las 2,)(-0 و إلى أن‎ (Aç 512331 


م 


كذلك شكل فيرير للت 


5 
3 
4) 2 


1 


> 


2 


,4 للعدد 7 يكون: 


شكل فيرير للتجزئة 3,2,1,1 للعدد 7 موضح τοσο]‏ 


(Ferres diagram)‏ برسم n,‏ نقطة É‏ الصف رقم i‏ لكل ۸ > 7 1. فمثلا 


۱۱/۰۰۸ للعدد الصحيح الموجب 7 نكون شكل فيرير 





لكل شكل فيرير لتجزئة للعدد 7 یمکننا الحصول على منقول (transpose)‏ و 
ذلك بتحويل الصفوف إلى أعمدة. لاحظ أن ما سنحصل عليه هو شكل فيرير لتجزئة 


للعدد 7 نفسه. 


مثال(۱۰۲۰) 
تجزئات العدد 4 إلى أجزاء كل منها أصغر من أو يساوي 3 هی : 
3,1 


5 


2,2 


3 


2,11 


272 


LLLI 


كما أن التجزئات القابلة لنقول شكل فيرير للتجزئات المبينة أعلاه هی على الترتيب: 
2,1,1 


5 


2,2 


2 


3,1 


5 


4 


نلاحظ أن عدد تجزئات العدد 4 إلى أجزاء كل منها على الأكثر 3 يساوي 
عدد التجزئات للعدد 4 إلى ثلاثة أجزاء أو أقل. في الحقيقة» يمكن تعميم ذلك كما في 
المبرهنة التالية : 


مبرهنة(7١١١)‏ 
عدد التجزئات للعدد الصحيح الوجب 7 إلى أجزاء كل منها على k ASI‏ يساوي 
عدد التجزئات للعدد n‏ إلى k‏ جزءاً على الأكثر. 


البرهان: لاحظ أن منقول شكل فيرير لتجزئة للعدد ۸ إلى أجزاء كل منها أصغر من أو 
يساوي k‏ يعطي شكل فيرير لتجزئة للعدد η‏ إلى k‏ جزءاً على ASI‏ وهذا صحيح 
لأن أكبر عدد من النقاط في صف في الشكل الأول هو k‏ على الأكثر و عليه فإن عدد 
الصفوف في النقول هو k‏ على الأكثر. وبالعكس منقول JSS‏ فيرير لتجزئة للعدد n‏ إلى 
k‏ جزءا على الأكثر هو شكل فيرير لتجزئة للعدد n‏ إلى أجزاء كل منها أصغر من أو 
يساوي ον‏ 


تمارین(۱۰۳) 


۱- اکتب عبارة مكافثة (علی شکل عدد الحلول الصحيحة لعادلة) لا يلي : 
ὦ)‏ عدد طرق توزیع 7 كرة متطابقة على 7 من الصنادیق الختلفة. 
(ب) عدد طرق توزيع 7 كرة متطابقة على 7 من الصناديق المختلفة بحيث 
يحوي كل صندوق كرتين على الأكثر. 
Ὁ‏ عدد المجموعات الجزئية المكونة من ثلاثة عناصر من المجموعة 
.{4,B,C, D,E}‏ 


(د) عدد طرق توزيع 7 š S‏ متطابقة على n‏ من الصناديق المختلفة بحيث 
يحوي كل صندوق كرتين على الأقل. 
—Y‏ كم عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 15ح X, + X, + X, + X,‏ + ,× إذا كان 
X. 0‏ لكل 5 > / > 1؟ 
۳- کم عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 15 = X, + X, + X;‏ + يلام + لام إذا 
كانت 3- < ç X,‏ 
؛- كم عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 215 X, + X, + X, + X;‏ + ,۲ إذا 
كانت 2۸< X,‏ ؟ 
--ο‏ كم عدد الحلول الصحيحة للمتباينة 10> bJ X, + X, + X,‏ كانت 0< $X,‏ 
5- کم عدد الحلول الصحيحة للمتباينة 10> X, + X, + X,‏ إذا كانت 
X, < 2‏ ؟ 
۷- کم عدد الحلول الصحيحة للمتباينة 10> X, + X, + X,‏ إذا كانت 
ç X, <‏ 
۸- كم عدد الحلول الصحيحة للمعادلتين 20 = X, + X, + X, + X, + X,‏ و 
X + X, + X, - 5‏ إذا كانت 0 < CX,‏ 
4- لأي عدد صحيح موجب 2< »ع أثبت أن 1- .S(n2)=2"”!‏ 
۰- لأي عدد صحيح موجب 3 7 آثبت أن 2- )1+ 3( = (5)0,3.. 


=i)‏ لأي عدد صحیح موجب 4 ¿h>‏ آثبت 


n n 
YY 


۲- لأي عدد صحیح 6 ¿n>‏ أثبت 
n 7۱۱-3 17 ۱۷-2۱17 - 4‏ 
e δα] αλα)‏ 


۳- لتکن Χ-{α,δ,ο,ἆ,ε})‏ و {f,g,h,i}‏ = ۲. ما عدد الدوال الشاملة من X‏ 
ای ؟ | 

£ - أكتب کل التجزئات للأعداد 3,4,6,7. 

(2 لأي عدد صحیح موجب ۰7 آثبت أن‎ -jo 

5 لأي عدد صحيح موجب ¿n‏ أثبت أن .p,(2n)= p(n)‏ 

۷- لأي عدد صحيم موجب ¿n‏ أثبت أن 1-(1+ ۸)م = (1+ 2,)27. 


۸- لأي عدد صحیح موجب 4 < 7 أثيت 2 = p, (n)‏ . 


-{δ- 


الفصل الثانى 


مبدأ التضمين و الإقصاء 
ΤΗΕ INCLUSION-EXCLUSION PRINCIPLE‏ 


يعتبر مبدأ المجموع للعد أبسط مبادئ العد الأساسية» و يفيدنا بأنه إذا كانت 
A. Aase A,‏ مجموعات مذتهية منفصلة زوجا زوجا فإن 
| ,4 | +۰۰ +| وك | + | 4 لها C A,‏ نا ر4 د بك |. و مبدأ التضمين و الإقصاء - 
ὁ‏ أبسط صوره - یعطینا صيغة لحساب | A VA UV U4,‏ | عندما نسمح 
للمجموعات A,..... A,‏ ,4 أن تكون متشابكة. 

فيما يلى سنفرض أن U‏ مجموعة شاملة منتهية معطاة و أن Αι, ει...‏ 


,4( 
k=1‏ 
المجموع على جميع المجموعات الجزئية الممكنة ο ο‏ 


مجموعات جزئية من U‏ ولكل 1,2,...,7 -1 نضع `> = α,‏ حيث يؤخذ 








مبرهنة(۲۰۱) (مبدأ التضمين و الإقصاء) 


[Ανω u A4, |= ريم‎ -α; +۰۰ )-1( a, 


البرهان 

لیکن VALO C A,‏ 4 © ×. عند حساب VA, ων UA]‏ ,4| فان X‏ يعد 
مرة واحدة؛ و يختلف الأمر عند حساب كل من G,‏ ,...,ر» ,2 . سنثبت أن إسهام × 
j‏ حساب العدد ,نه ”(1-) +٠٠٠+‏ ينه - »يساوي 1. نفرض أن × ينتمي فقط إلى 
المجموعات ر4...., ,ر4 , ر4.. إذن إسهام × في حساب العدد 

ή A,|‏ ايك AH‏ |= بے يساوي . كذلك» إن إسهام x‏ في حساب العدد 


Γι A+: +|A A,‏ 4| = ينه يساوي ۷ لأن 





NM 4,‏ دبك 








+ 4ا‎ n A+ 


إسهام x‏ في حساب |4 ^ ,4| يساوي 0 في حالة (LIE Uon}‏ و يساوي 


1 في حالة oeoa)‏ > (ز ο.‏ بالثل فان إسهام × في حساب العدد به 


m 
فى حساب العدد‎ x إذن» إن إسهام‎ .1 >۶ > ο يساوى‎ 
τ 1) = 


3 m m m-1 m n- 
؛ لان‎ tar +۰۰.+)-1( يساوي‎ αι - G, +۰۰۰ + )-1(" G, 


0 - | لكل « >> «. و لكن من نتيجة لبرهنة ذات الحدين نعلم أن 
Πα ο‏ 
οκ. ο.‏ ره هن 


في كثير من المسائل» نحسب عدد العناصر التى لا تنتمى إلى أي من 
I‏ المجموعات A,,..., A,‏ ربك مستخدمين النتيجة التالية لبدأ التضمين و الإقصاء. 


نتیجه(۲۰۱) 
إذا كانت U‏ مجموعة شاملة منتهية وكانت A,,..., A,‏ ربكل مجموعات جزئية من 
«U‏ فان 


IU - (4 U A.C: UA, (| 27-۵ + ᾱ;-:''Ἡ(-1)᾽α, 


و الآن نستند إلى مبدأ التضمين و الإقصاء و نتيجته و نقدم مجموعة من 
البرهنات و الأمثلة التنوعة. 


إن عدد التطبيقات الشاملة من المجموعة إ4 {ᾶι,α.,...,‏ = 4 إلى المجموعة 
emn dy> B= {b,b δι}‏ يساوي 


n n n اج‎ 5 5 
n” -] -17 م‎ - 2)" =+ |, ae = ΣΕ م‎ _ k) 


البرهان 

A, = (f s U:b, e€ R(f)) هي مجموعة التطبيقات من 4 إلى 8. ضع‎ U ¿<J 
اذاً المطلوب حساب العدد‎ . f ترمز إلى مدى‎ R(f) لكل ” > ۸ > ۰1 حيث‎ 

٠٠١0 2 A|‏ نا وك نا JU - (A‏ واضح أن οὐ .|U|= n”‏ نحسب به من العلاقة 
,له AHAH‏ به. من تعريف ,4 ينتج أن |,4 | يساوي عدد التطبيقات من 
4 إلى B}‏ و بالتالي فان ”0 (α-‏ =|,4 | لكل ۸> ۲ > 1. إذاً 


-f A- 


n(n -- 1)”‏ = 2 . لحساب 
= ره ثلاحظ οἱ‏ 











» حيث 7 > [ > >۰1 يساوي عدد التطبيقات من 4 إلى +B\{b,, δὴ}‏ 
í 4 4 m s m 0 τ‏ 
و بالتالي فان 2(۳- «) nA l=‏ ,4 |. إذا μο‏ - يه و بالثل نجد أن 
n‏ 
("a-o‏ بيه لكل > > 1. إذا 


|U - (4 ن‎ Αι. 4) 


=| U|-@, + رب‎ ۰۰+ )-1( a, 


m n m 4 m 7 n m 
=n -(Ἴ]ω-υ (a-z --''Ἡ(-1) ۳ 
1-1 5 n ۳ 
= 2 )-1( 0 -8( 


إذا كان [1,2,...,7) ج (7:)1,2,....7 تبديلاء فاننا نقول إنه تبديل تام 
(derangement)‏ إذا تحقق الشرط التالي: Γ()πκὶ‏ لكل 7۰ > > 1. نرمز لزمرة تناظر 


المجموعة (,...,1,2) بالرمز ,$ و لعدد تبديلاتها التامة بالرمز .d,‏ 


مثال(۲۰۱) 
إن عدد التبدیلات التامة للمجموعة (1,2,...,7) يساوي 


1 1 
ας, )- 1) 


البرهان 

ضع U = S,‏ و لكل 7 > > 1 ضع (f eS. (Kk) =k}‏ = ,4 . إذا المطلوب 
حساب العدد |(رشن»۰ م4 [U - (A ο‏ نعلم أن .|U|=|S,|= n!‏ الآن نحسب 
αι‏ من العلاقة |,4 -αι -| Αι 41Η”:‏ من تعريف ,4 ينتج أن |4| يساوي عدد 
تبديلات المجموعة »)1,2,...,71١2[‏ و بالتالي فان !(7-1) =|,4| لكل 


n! 
لحساب‎ . 0۵, = n ((n -1)!)=— إذا‎ .1 > > « 








= ره نلاحظ أن 





> حیث 7> 7 > > ۰1 يساوى عدد تبديلات المجموعة 


my N ) p)‏ ,...,1,2) « بالتالي فان (n-2)!‏ =|ر4 ص ,4 |. إذا 

k)! n! ۰ js n ! η! 

E‏ 2 = »©. و بالثل نجد ان αι = k (n— =i‏ لكل 
> > 1. إذا 


=| )4 ۰۰۰ نا يك نا |U-(A‏ 


Ηυ|-αι +a, ----ε(-1)᾽α, 


m n!‏ از 
NS‏ اا ل 
R‏ هن 

1 1 1 
لاجر نوي عاب بن ο‏ اروت 
sufi Da +(—1) 9‏ 


۳ ع‎ q, 1 1 n 1 -l in 9 
7 من أجل قيم‎ ni Aa --»ε(-1) στα. نلاحظ ان 0368 ع‎ 


1 t 
> ç إن عدد التبديلات التامة للمجموعة (1,2,...,7) يساوي‎ ¿Sl الكبيرة.‎ 


تبديلاتها تقريبا 


δι 


(Y. Jis 
خال من التعاقب إذا حقق الشرط التالي:‎ f e S, نقول إن التبديل‎ 
نريد حساب عدد التبديلات الخالية من‎ .1> j<n د (1+)7 لكل‎ f(j)+1 
1> 4 > .و لکل‎ = S, التعاقب. و الذي نرمز له بالرمز ,4. لأجل ذلك ضع‎ 
1)(- /,/)[+1(-/ +1 التي تحقق‎ f eS, ضع ,4 هي مجموعة التباديل‎ 
.1 > 7 > 2 لإحدى قيم‎ 

إذا المطلوب حساب العدد | Apa)‏ د ۰۰۰د يك نا FIU - (A‏ ,4. و ابتغاء 
للسهولة» نستخدم الآن لغة الأنساق للحديث عن التبديلات. نلاحظ أن تبديلا ما 
ينتمي إلى المجموعة 4 إذا وفقط إذا كان يحتوي على النسق 12. و بالتالي فانه یوجد 
تقابل من ,4 إلى مجموعة تبدیلات مجموعة الرموز (,...,12,3,4). !ذا 
إ(2-1) -|4 |. بالثل نجد أن !(2-1) =| يك | لكل ”> > 1. و هکذا فان 
(!(1- ۸-1())۸) = ره . الآن» نحسب 


n A+: +‏ وكا + -ή n 4| +... +] Ωω)‏ و0 . نلاحظ أنه 





درك ñ‏ ور 
إذا كان ر4 ٣‏ 4ء٤‏ / فان f‏ يحتوي على النسقين 23 و 12؛ أما إذا كان 

f οὐ f e A 4‏ يحتوي على النسقين 34 و 12. في الحالة الأولى يحتوي 
النسقان 23 و 12 على العنصر المشترك 2 » و بالتالي فان كل A,‏ ص f ٤4‏ يحتوي 
علی النسق 123. إذا ار 4‏ 4| يساوي عدد تبدیلات المجموعة 

n}‏ ,... ,123,45 . أي !)2 -2) دايك ص 4 |. وق الحالة الثانية لا يحتوي 





النسقان 34 و 12 على أي عنصر مشترك. إذا اب 4| يساوي عدد تبديلات 


المجموعة ΑΞ (n-2)! ει! . 12,34,56, ..., η)‏ 4|. و بالثل نجد أن 


-6)- 


(n— 2)!‏ 4,۱ ه ,4 | لكل 7-1 > تر > 7 > 1. و بالتالي فان 
1 - 7 ۲ 1- 7 
JYe-25‏ ۱ |= .و بشكل عام نجد أن αι =| χα ου‏ لكل 


1- 7 > ۸ > 1. إذا 


q, = "T 1 ۳ 4 pef” τν الود توم ات الايد‎ ۳ 5 ۱ 
1 2 n—1 


7-1 -م)‎ 1)! n-k 
م‎ Ἔκ. ات‎ 


ولكن 


إذا 





و2 
n~] n-2 n-‏ 
+ 














Ξ )»- - + (1 


1 2! 3! σι 
n n n - 
πα ο πη + (~7 با‎ 


2 3 4 yel 
(n- Zum + )-1(* ma σπα, Υ 








ο Σο. | 





(1 —1)! 
=d, + كه‎ 
و نلاحظ أن‎ 
q, _ 2, d, d, 1 درك‎ 1 1 l n+l 
n! n! n! n! n(n-)! e ne en 


بت ۲ وت 


متال(۲۰۳) 
جد عدد الأعداد الصحيحة x‏ بحیث 500 > × >۰1 5 لا یقسم ¿x‏ 6 لا یقسم 


۷ 8 لا يقسم x‏ . 


الحل: 
ضع (1,2,...,500) = U‏ وضع (x εκ)‏ = 4 و [«6:ناء [x‏ = يك و 
A = {κ εὔ δα]‏ فيكون المطلوب حساب العدد |(ی4 د يك .|U - (A. Ç‏ نلاحظ 


5 500 500 500 
أن 0 - كيد =4 در ]ها TERJE‏ وكما هو 


5 6 
معلوم فان aln‏ و δ;‏ إذا وفقط إذا كان «ἰοπία, b)n‏ لذلك نجد أن 
500 500 
Jandl | δρ - 16‏ 2 | | دارم 4 


2 500 500 
فإن‎ ος Jana | - 0 
| - (A 5ه |7 |= |( 4 با )4 نا‎ ΓΩ, - 0 


= 500 - (100 + 83 + 62( + )16 +12 + 20( - 4 299 


)۲۰٤(لاثم‎ 


أحسب )40(@. «αἱ‏ احسب قيمة دالة أويلر 0 عند العدد 40, 


۳ وت 


الحل: 


نلاحظ οἱ‏ (2()5) = 40 و نضع }1,2,...,40{ = six EU: x} < U‏ 4 و 


{χ εὖ3χ}‏ = ر4 . |ذا 


أيك ى بك -|ζ]-{4|ἠ4:1}ἠ‏ (0)40 


(e)a 


= 40 - (20+8)+4=16 


و هکذا يمكن حساب (6)7عندما نعلم تحليل n‏ إلى عوامله الأولية. 


مثال(۲۰۵) 


جد عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 213 ۲ + Χι ΣΧ,‏ پحیث 6 > 1 > 0 


OSX <3 0 «8 


الحل: نفرض أن U‏ مجموعة الحلول بحيث 0< ,× لكل 1>7>3» و أن 4 


مجموعة الحلول بحیث 7< ۰2 20 2 » 0< A, of ac X,‏ مجموعة الحلول 


بحيث 0< X, > 0 X, <10 ¿X‏ و أن A,‏ مجموعة الحلول بحیث 


و رن 0 رطع هذ μπαμ ο‏ 


| 


n 13+ 3-1 .‏ 
واضح أن 105= 13 .|U|=‏ و بالثل نجد أن 


13-10+3-1 
4= 210 4= 


13-10 


£= 


13-4 
. 
13-7-4 


13 -4+ 3-1 
«| Αι τι 41|Ξ0 » | ای‎ > Ξ- 


ΙΑ ۵4 زج یه( 0 داك‎ dana 


و بالتالي فان 
U - )4, 4, U (| - 105 - )28 +10 + 55( + )0+ 6+ 0( - 0 28‏ |. 


ينتج من تعریف اتحاد المجموعات ,4 ,...,:4 ,4 أن مبدأ التضمین و 
الاقصاء يعين عدد العناصر التي تنتمي على الأقل إلى واحدة من المجموعات 
A,‏ ...4 ,4 . و للحصول على تعميمين بسیطین لهذا المبدأء نرمز لعدد العناصر 
التي تنتمي پالضبط إلى M‏ مجموعة من المجموعات ,4 ,...,4 ,4 بالرمز ,6« كما 
نستخدم الرمز ,/ للدلالة على عدد العناصر التي تنتمي على الأقل إلى M‏ مجموعة من 
المجموعات ,4 ,...,ر4 ,4 . البرهنة التالية تعطینا التعميمين المطلوبين. 


مبرهنة(۲۰۳) 


9 + ۱ ۳ + x 7 1 
6 =Q - ας N 7 
πι πι m Q m + m Q m2 t +( ) m ᾱ, 40 


211106 
m G, m-1 Q ma + m-1 Ana ٠ )-1( m-1] 0, (ب)‎ 


البرهان 

5( ليكن 1> εκ‏ حيث U‏ المجموعة الشاملة. نفرض أن x‏ ينتمى بالضبط إلى r‏ 
مجموعة من المجموعات ,4 ,...,ر4 ,4 . إذا كان 7# > 7 فان إسهام x‏ في حساب 
كل من الأعداد Ens ἄν, ἄγ»... G,‏ يساوي 0 و بالتالي فإن إسهام x‏ في حساب 
كل من طرفي المعادلة يساوي 0. و إذا كان 27 7 فان إسهام × في حساب كل من 
العددين Em ἂν‏ يساوي 1 و ان إسهام x‏ في حساب كل من αμ Amaan‏ 
يساوي 0؛ و بالتالي οὐ‏ إسهام x‏ في حساب كل من طرفي المعادلة يساوي 1. آخیراً؛ 
نفرض أن <r > n‏ ”. نلاحظ أن إسهام x‏ في حساب e,‏ يساوي 0؛ كما أن 


إسهام x‏ في حساب الاعداد ,0 .... ,0 ۵۰۰۰ Am‏ يساوي 


r r r 
š | إثيات أن‎ DEERE ... s 
g x یجب إثبات ان إسهام‎ οἱ 0 على الترتي‎ 6 A (J ,0 


حساب الطرف الأيمن للمعادلة يساوي 0. أي يجب إثبات أن 


s‏ تلاس ااه 
ου...‏ 


Ωμ ως ο 
μα ο. 


7 
η τ 1 ERREN ۲ - 1 Fa ο an 


(ب) تلاحظ أولا أن ا + e, l = e‏ = ,/ و بالتالي فان 
و ln = €, + € te, a‏ من ناحية آخری» من التمرين ١١‏ في تمارین(۱۰۲) 


نجد العلاقة 


ο ο αλ. 


التى تبسط U‏ صيغة ,۰+6 e, + ©, Te,‏ = ا الناتجة من Ó‏ إلى الشكل 


ο. 
m T mT m-1 ο ο بور‎ -1 Ω, 


مثال(۲۰۹) 
نقول إن التبديل eS,‏ 7 يثبت العنصر x e 1,2,...,n}‏ عندما یکون .J(x)= x‏ 
نستخدم الرمز d Á,‏ للدلالة على عدد التبديلات ,5> οὐ! f‏ تثبت بالضيط m‏ 


ε 4 5‏ 
عنصرا من العئاصر 1,2,...,7. واضح أن ΤΉΝ Ja.‏ لانه إذا كان 7 يثبت 
m‏ : 


بالضبط 77 عنصرا فلا بد أن يصاحبه تبديل تام ل n— m‏ عنصرا. نريد حساب 
dpm‏ باستخدام (ἦγ‏ من البرهنة(۲۰۳) و النقاش التضمن في الثال(۲۰۱). نجد أن 


11 ἠ- ἶ n 
d, , = €, = G, — Apa (τη α, 
m m 


سم( 


n m+] 7 
- ως | سس سس‎ | 
S نكا ليد‎ m 
= p Jo ο — "J -m -1(!+...+ οὐ 3 a 
m 1 I 


مثال(۲۰۷) 
أثبت بطريقة تركيبية أن سرت( . 


الحل : 

نفرض أن 2 U = Iva aa e {0,1} for all‏ و لکل 

η‏ =1 نفرض أن (0 = eU:x,‏ ,×... ر = ,4 . نحسب عدد التتالیات 
οὐ‏ تحتوي بالضبط على 0 واحد. أولا» لكل 1,2,....7 ΓΞ‏ توجد متتالية واحدة 
بحیث یکون 0 حدها رقم 7 بینما تکون حدودها الأخرى 1. إذا عدد التتالیات 
الطلوبة يساوي 7. ثانياء حسب (Ó‏ من البرهنة (۲۰۳) ὁ‏ عدد هذه التتالیات 


يساوي 
n 4 4 n‏ 2 
e =a, J Jaten ۳ = < )-1(۳۴ ۱۵ = Sened j=‏ 
k=1 k‏ اعم 1 1 
u n‏ 
إذا SE‏ 
Ρα k‏ 


و نلاحظ أنه يمكن الحصول على العلاقة السابقة بطريقة غير تركيبية كما 
يلي : 


= 


- 0۵ A- 


من مبرهنة ذات الحدين نجد أن 


(x +2)” = Σ 0 


k=0 
نجد أن‎ x باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى‎ 
fH 
n(x + 2) 5 Sfara 


k=l 


وعندما يكون 1- x=‏ نحصل على 


0 8 k-l مم‎ n-k 
n= 1 )-1( 2 


k=1 


تمارين 


۱- أظهر استعراض لتسجيل 100 من الطلاب οἱ‏ 32 طالبا مسجلون في القرر « 
4 طالبا مسجلون في المقرر ب» 47 طالبا مسجلون في القرر ¿ç‏ 11 طالبا 
مسجلون في المقررين ب وج» 12 Wb‏ مسجلون في المقررين أ و ج» 12 طالبا 
مسجلون É‏ المقررين I‏ وب و آن 3 طلاب مسجلون É‏ المقررات الثلاثة. جد عدد 


الطلاب غير السجلين في المقررات الثلاثة. 


-ν‏ أجريت اختبارات على 200 عينة من المياه الجوفية بهدف البحث عن وجود 
الأملاح آ» ب» ج فيها. فوجد أن 14 عينة تحتوي على اللح ¿Í‏ 10 عينات 
تحتوي على الملم ب»› 8 عينات تحتوي على اللح ca‏ 6 عينات تحتوي على 


6 وا 


الملحين أوب» 6 عيئات تحتوي على الملحين ب و ες‏ 4 عينات تحتوي على 
اللحین أ و ¿ç‏ و عینتان تحتويان على الملحين أ و ب و لا تحتويان على الملح ج. 
جد عدد العينات التي تحتوي على الأقل على واحد من الأملاح الثلاثة. 


(Ó‏ جد عدد تباديل 1,2,...,11 التي تجعل كل عدد زوجي في موضعه 
الطبيعي و تجعل كل عدد فردي في غير موضعه الطبيعي. 

(ب) ما هو عدد تباديل 1,2,...,11 التى تجعل بالضبط 4 أعداد في أماكنها 
الطبيعية؟ 


(ϐ)‏ جد sae‏ تباديل 1,2,...,11 التي تجعل كل عدد فردي في غير موضعه 
الطبيعى. 
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6- جد عدد تبدیلات 1,2,...,7 οὐ!‏ تجعل کل عدد زوجی فى موضعه الطبیعی 
و تجعل کل عدد فردي في غير موضعه الطبيعي. 


ه- جد عدد تبدیلات 1,2,...,7 التى تجعل بالضبط k‏ عددا في آماکنها الطبيعية. 


1- جد عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 20 = χι + X, + X, + X, + X,‏ بحيث 


یکون 
X, >10 Á)‏ > 0 لكل 1=1,2,...,5. 
(ب) 8> X,‏ > 0 لكل .i=12,....5‏ 


وات 


۷- جد عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 30 = X, + X, + X,‏ + ,ل بحيث يكون 
X >8 Å‏ >0 لكل 1=1,2,3,4. 
(ب) 20 > X,‏ > 10- لكل 1,2,3,4 -7. 


.0 > X > 6۰0 > X, <9 .0< ولا‎ >15 .0< X, > 8 @ 


۸- جد عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 30= X, + X, + X,‏ بحيث يكون 
X, > 24 26 > X, >14 5 > X <11‏ > 10. 


5- إذا كانت (1,2,...,999999) = A‏ » فما هو عدد الأعداد التى تنتمى إلى 4 و التي 


مجموع أرقام كل منها يساوي 15؟ 


۰- جد عدد المجموعات الضاعفة من السعة 15 المأخوذة من المجموعة 
| یه یه ,ره A=‏ بحيث يكون تكرار ,4 κ οἱ‏ من 5 تکرار a,‏ أصغر من 7 


تکرار © أصغر من 6. 


~i)‏ جد عدد الأعداد الصحيحة n > 2000 :n‏ > ۰1 بحیث 


2۱,3 (ج)‎ «21π3|π.,5[π,7|π )ب(‎ ۰2۳۸:۵۱5۱ ὦ) 


۲- جد عدد تبديلات الحروف q,b,c,.... XYZ‏ التى لا تحتوي على أي من 


.path, train, time الأنساق‎ 


۳- جد عدد تبديلات حروف الكلمة equation‏ التى لا تثبت أي حرف من حروف 


Aa, ©, 1, 0,11 العلة‎ 


14- ( أحسب 4 ,ر4,و4. 
(ب) إذا كان 11660 يساوي عدد التبدیلات التامة للأعداد 1,2,...,7 التي 
تظهر فيها الأعداد 5 في الواضع الخمسة الأولى من التبدیل التام 


فجد ۸. 


-١‏ ذا كان p>‏ "م n=‏ حيث کل من P.‏ و يم عدد أولي» فأثبت أن 


1 


1 
1 ای | =n‏ ثم احسب (0)135. 
@(n) 1 > 5‏ ثم احسب (135)م 


5- إذا رميت 8 أحجار نرد مختلفة فجد احتمال أن تظهر جميع الأعداد 
123456 
τιν‏ جد عدد ترتيبات الحروف a,a,a,b,b,b,c,c,c‏ بحيث 
(أ) لا تكون أي 3 حروف متعاقبة من النوع نفسه. 
(ب) لا يكون أي حرفين متعاقبين من النوع نفسه. 
- جد عدد ترتيبات الحروف © ,© ,8 ,8 ,8 b,‏ ,۾ ,© ,© بحيث لا تكون الحروف من 
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4 جد عدد ترتيبات الحروف 4,4 d,‏ ,© ,5,5,0 ,©,» بحيث لا يكون أي حرفين 


۰- جد عدد ترتيبات حروف الكلمة INTELLIGENT‏ بحيث 
(أ) يوجد زوج واحد على الأقل من الحروف التعاقبة من النوع نفسه. 
(ب) يوجد زوجان على الأقل من الحروف المتعاقبة من النوع نفسه. 


(ϱ)‏ يوجد زوجان بالضبط من الحروف التعاقبة من النوع نفسه. 


YÀ‏ — جد عدد طرق توزيع š S r‏ مختلفة على n‏ صندوقا مختلفا» 7 < ۰7۲ بحيث 


لا يكون أي من الصناديق خالیا. 
۲- استخدم الاستقراء الرياضي لإثبات مبدأ التضمين و الإقصاء. 


۳- استخدم نوعا من الاستقراء الرياضي الخلفي لإثبات العلاقة العطاة في (ب) من 
البرهنة ¿(Ye Y)‏ كما يلي : 
(أ) لاحظ أن به = L =e,‏ 
(ب) لاحظ أن ,1+ =e‏ ربا 
Ν ;‏ 1- 11 
(ج) آثبت ان ۳۳ 0 سم = نما 
ω‏ لكل 5-1 > ۰15۳ لاحظ أن ,11 ,€= ,با 


ره استخدم الاستقراء الرياضي الخلفي لإثبات الطلوب. 


الفصل الثالث 


الدوال السولسدة 


GENERATING FUNCTIONS 


Wapa ας αι νο σσ ον 


(W.A)‏ مقدمة 


يختزل الكثير من مسائل العد إلى مسألة إيجاد الحد العام a,‏ لتتالية (a,)‏ 
من الشكل GG... a...‏ و تعتبر طريقة الدوال الودة إحدى الطرائق الفمّالة 
لإيجاد a,‏ حيث نجد دالة مولدة للمتتالية (αι)‏ ثم نستخرج ,© منها. 

تعرف الدالة المولدة العادية g(x) (ordinary generating function)‏ للمتتالية 
Lb (a,)‏ متسلسلة القوى الشكلية (formal power series)‏ 


o0 
2 
g(x) - Σ,α,χ" =a, +ax+a,x + QAX" +... 


n=0 


EET‏ الدالة المولدة الأسية A(x) (exponential generating function)‏ للمتتالية 
(a,)‏ بأنها المتسلسلة 
h 2 n‏ 


x x‏ 2 مت 

h(x) = / α------α,τακχ-α. =+. +a —--.:. 

n | 0 1 2 ۱ n ۱ 
so H 2! n! 


الدالة الولدة العادية g(x)‏ للمتتالية (”2) هی 


g(x) = 2 2۳۳ د‎ 1+ 2+ 22 x?) 2ب‎ + 


0 
و يمكن الوصول إلى كتابة g(x)‏ على الشكل = )ی الذي يسمى صيغة 
مختصرة (closed form formula)‏ ل g(x)‏ من خلال منظور ين مختلفين. الأول لا 

يتعلق بالدوال و تقارب المتسلسلات حيث ننظر إلى س على أنها النظير الضربي 
۲ (1-2) لتسلسلة القوى الشكلية 1-2 في حلقة متسلسلات القوى الشكلية 
Cii]‏ على حقل الأعداد الركبة © . آما الثاني فنری من خلاله سل على أنها 

دالة ممثلة بمتسلسلة القوی ۰۰۰+ "بر "2 +...+ 222 +2 +1 عندما + > بعر > 4-. 

و توخیا للسهولة فاننا سنعتمد القاربة الثانية لتقديم الدوال الولدة. و يستطيع القارئ 

أن یعود إلى أحد کتب حساب التفاضل و التکامل لراجعة موضوع متسلسلات القوی و 


تمثیل الدوال بها. 


مثال(۳۰۱) 


جد الدالة الولدة العادية للمتتالية ...رلر...بلی1. 


ὃ --‏ ات 


1 
«πια κα w زوك‎ 


(Y. Y) JÚ 
جد الدالة المولدة الأسية للمتتالية ...,ا,...,1ر1.‎ 
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الحل: 
n‏ 2 


πο ويه‎ a... مع‎ 
2! ni 


و من هنا جاء استخدام كلمة "أسیة" في التعريف. 


x 


ملاحظات 
فيما يلي سنستخدم الاصطلاحات التالية: 
۱- نستخدم عبارة "الدالة الولدة" بدلا من “الدالة المولدة العادية”. 
-Ὺ‏ نستخدم عبارة “المولدة ل a,‏ بدلا من “المولدة للمتتالية “(α,)‏ 
۳- إذا كان نص المسألة لا يحتوي صراحة أو ضمنا على متتالية و استخدمنا عبارة 
“جد الدالة الولدة ل ...” فإننا نقصد بذلك تعميم المسألة بحيث تحتوي على 
متتالية يكون حل المسألة الأصلية أحد حدودها. 


(W Y)‏ الدوال المولدة العادية 


مثال(۳۰۳) 
کم عدد الحلول الصحيحة للمعادلة X, + X, = r‏ إذا كانت 1ك × 05 و 
X, 2‏ > 1. 


الحل: من الجدول أدناه یتضح أنه یوجد حل واحد إذا كانت 7-1 أو 7-3 و 
حلان إذا كانت 2 = .r‏ 





مثال(۳۰4) 


أوجد مفكوك (”× + د)( مد + (x°‏ 


(x° + ×) +x’) = x° (x! +x2)+ x'(x' + x2) 
= yy! + x? y2 χὶχὶ ΕΧΙΧ2 = ار‎ +y?” + + 2 


چ + 27 + χὶ‏ -- ر ب ر + ?+ اې = 


لاحظ أن معامل χ',χ᾽,χ᾽‏ في مفكوك (”× + (x° + λα‏ يساوي عدد οφ»‏ 
المعادلة á‏ الثال(۳۰۳) Lss‏ 3 = 2,7 = ۲,[= ۲ على الترتيب. و يمكن تعميم هذه ` 
الملاحظة كما في المبرهنة التالية. 


ليكن ,© هو عدد الحلول الصحيحة للمسألة 
X+X,+: +X, =F‏ 
X, = Qi ἄν..."‏ لكل i=12,....n‏ 


إن الدالة الولدة العادية للمتتالية (,©) هی 


σ(α) = ) εκ +) αχ رب‎ ος ل‎ +...) 
البرهان‎ 


إن حدا نمطيا في مفكوك g(x)‏ قبل التبسيط و تجميع الحدود المتشابهة يكون 
على الشكل المرتب ۹۰۰۰۳۰ حيث الحد “× مأخوذ من العامل 


(x%" + x" +...(‏ لكل 1,2,...,7< 1. و بعد التبسيط يكون الحد النمطي على 
الشكل απ‏ للحصول على x'‏ لا بد أن يكون | 

ἄτα, X, = ...ور‎ X = ر + بنه. أيء لا بد أن يكون ره‎ + +G, = r 
B) إذا‎ -α, يساوي‎ B) في مفكوك‎ α΄ حلا للمسألة العطاة. و بالتالي فان معامل‎ 
m (a,) هي الدالة الوندة العادية للمتتالية‎ 


(Y. <> 


لكل عدد صحیح 1 < 7 فإن 


(I=x) = (1+ سير‎ x? +. 
7۱-1 +0 71 -1+ 1 7-1 +161 , 
u + X++ x +... 
0 1 k 


البرهان: +٠٠١("‏ ”× + × +1) هی الدالة الولدة لعدد الحلول الصحيحة غير السالبة 


للمعادلة SE‏ +...+ ور + ۲ . ومن النتیجة(۱۰۱۰) فان معامل dx‏ 


1۱-1 +1 
. 5 ΠΡΟ 


مثال(۳۰۵) 
أوجد الدالة الولدة لعدد المجموعات الجزئية من السعة r‏ المأخوذة من مجموعة عدد 


.ῃ عناصرها‎ 


η] (n n 
و عليه فإن الدالة المولدة‎ Ee الحل: التتالية (,4) هى‎ 


11 11 n 
g(x) = 8 + (η κής = )1+ x)” 


(m YJE 
أوجد الدالة المولدة لعدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة‎ 
. X, +22 +3X, +4X, = 0 


الحل: لكل 4 > >1 ضع iX,‏ = . ومنه 30 = 1 + 1 + و1 + K‏ أي أن الدالة 
المولدة لعدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 30 2 X, +2 +3, +4X,‏ 
هي نفسها الدالة المولدة لعدد الحلول الصحيحة للمعادلة 30 - +Y,‏ + و + Y,‏ 
حيث 

3 F, = 0.3,6,....3k,... + Y, =0,2,4,...,2k,... 3 Y ρω 

04,8,...,4k,...‏ = ,۲ . من البرهنة(۰)۳۰۱ الدالة المولدة هي 


g(x) = )1 + x + κατ (1 + x7 + X +-.۰)(1 + بگیر + دعر‎ ۰۰ (+ x" + گر‎ 0 


(W. V) Jo 
إذا كان‎ X, + X, + X, =10 آوجد الدالة الولدة لعدد الحلول الصحيحة للمعادلة‎ 
لكل 1,2,3 > از‎ X, = 4 


-Νι-- 


ο πι ώς 


مثال(۳۰۸) 
أوجد الدالة المولدة لعدد طرق اختيار أربعة آعداد غير متعاقبة من بين الأعداد 


.1,2,... 7 


الحل: افرض n, > n, > n, <n, > οἱ‏ >1 أعدادا غير متعاقبة. لتكن 

X, = n,, X, = n, - و‎ X, = n, - n,, X, = n, — n,, X, = n—n, 
ر× + × . كذلك 1< × و 0< 2 . بما أن‎ +X, + ×, + X, =n لاحظ أن‎ 
لكل 4 > >2. علیه» أي حل صحیح للمعادلة‎ Χ <2 الأعداد غير متعاقبة فان‎ 
لكل‎ X 223 2<0 بحيث 1< × و‎ X +X, + X, +X, + X, =n 
يعطي أربعة أعداد غير متعاقبة و العکس صحيح. من البرهنة(۰)۳۰۱ الدالة‎ 2> > 4 


المولدة هى ).+ ×+ x‏ +( ۰۰7+ ترب )۰+ .g(x) = (xt x?‏ 
إن استخراج ,© من الدالة المولدة g(x)‏ يتطلب أحيانا إيجاد مفكوك عبارات 


من الشكل "(۰۰۰+ ”× +« +1) ومن الشكل ")570 + ...+ ”× +× +1). وهذا ما 


تفصله البرهنة التالية. 


مبرهنة(۳۰۲) 

لكل عدد صحیح 0 n>‏ فان : 
nfn >‏ 

)ع( ا x)”‏ +1( 





΄-0 
myn Z r n rm 
-x C |x” (ب)‎ 
r=0 2 
ολ... (Ὁ 
9 -1 
(د) ۳ د‎ 
r=0 


(I+x+xX° tx)" 0-۳ (۰0-۰۲ ره‎ 


(> axr (>; b,x”) 5 > (ab, F ab, esna a b, Jx" Q) 
r=0 r=0 r=0 


البرهان 

باستخدام مبرهنة ذات الحدين نحصل بسهولة على كل من Ó)‏ و (ب). و تم إثبات 
(د) في النتیجة(۳۰۱) وبعد البرهنة(ه۱۰) مباشرة و Ὁ) LÍ‏ فهي تعريف حاصل ضرب 
متسلسلتى قوى. و أخيرا فان ”× -1= ( ”ير +۰.۰+ ”× + × +1)(× -1) تؤدي إلى 


E رمف‎ 


مثال(۳۰۹) 


أوجد معامل x”‏ في مفكوك )+ "× + ×). 


الحل: 


=(x)+x + = 1+ x + ×7 +J) = X (γα )”ير = ۰۰9+ عر‎ - x) ° 


56 حم ور‎ 5 
=x 0 + 1 X+: + k X ° 
يساوي‎ x” معامل‎ diog 
μα 8 B 
11 11 2 


مثال(۳۰۱۰) 


أوجد معامل X°‏ في مفكوك “( ×+ “×+ ”×+ کر +ع +]). 


الحل : 





(IT مر + عر‎ + x° + X° κ). 1 _ J 


σα (۹0 x)“ 


900 η 


و منه معامل X°‏ يساوي 


¥ 


0۳: ( ane 


مثال(۳۰۱۱) 


جد عدد طرق الحصول على المجموع 9 عند رمی ثلاثة آحجار رد مختلفة. 


الحل: لكل 1,2,3 -: ليكن X,‏ هو العدد الذي يظهر على الحجر رقم . عليه» العدد 
الطلوب هو عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 9 = X, + X, + X,‏ بحيث 
X > 6‏ > 1.ليكن a,‏ هو عدد الحلول الصحيحة للمعادلة X + 2 + 2 =r‏ 
بحیث 6 > ,۲ > 1.من الیرهنةر۱ ۳۰ "الدالة الولدة للمتتالية (α,)‏ هی 
“كير + g(x) = (x+ x° + x° + χ᾽ + x°‏ و بالتالي فان العدد الطلوب هو وه و 
يمكن حسابه كما يلي : 

g(x) = ) + x? + X'+ x° + + x) 


= x)(1+ x+-+-+ + x`)° 


=a (1 -- κ)‏ اس )مل 
x (1 -- x)‏ -1 


=x )1- × )1- x)” 
2 {3-l+r 
τρ تيوه كبرق‎ -aE ۳ 


730 2 


2f{r+2 
= (x? —3x° + 3 — x2 ΣΙ ۳ 
r=0 





r 


ors 


مثال(۳۰۱۲) 
جد عدد الحلول الصحيحة للمعادلة 20 = ,5 + ,21 + ,× بحیث 0< X,‏ لكل 


ο < 12,3 


الحل: لنضع و251 Y,‏ و Y, =2X,‏ و X,‏ = 1. فیکون العدد الطلوب هو عدد 
الحلول للمسألة 
Y, +Y, +Y, - 0‏ 
...012 = ز 
ρα,‏ 
0 و 
إذا الطلوب هو Cp‏ حيث C,‏ هو عدد الحلول الصحيحة للمسألة 
Y +Y, +Y, =r‏ 
Y, = 0,1,2...‏ 
Y, =0,2,4,..‏ 
Y, = 0,510,...‏ 


ق ۷ 


و لهذا الغرض نفرض أن g(x) = Σ)ο,χ’‏ هي الدالة المولدة العادية للمتتالية (,). 
r=0‏ 
بالاستناد إلى البرهنة(۳۰۱) نجد أن 
χ᾽ --‏ + 0001 كبرب g(») = )1 ο + x7‏ 
1 فا 1 1 
1-χ᾽ (1-x)(-x2(- x°)‏ 
00 1 
اقا ϱ χ᾽‏ ؤ -- On‏ — 
D0) 22 5‏ 





ا يج و - û E‏ 


r=0 





FE D لكل ...,0,1,2 مع‎ a, 21 عندئذ‎ 


= 2 =(l-x ὋΣ», x’ 
SB," ره “تم‎ < Sax = إذا در‎ 
r=0 r=0 r=0 r=0 


و بالتالي فان 
b =a +b_,=1+b,_,‏ لكل ۰۳<0 c =b +c;‏ لكل ΣΟ‏ 
حيث 0 = b, =c,‏ عندما يكون 0 > ۲. 
و بالحساب الباشر نجد أن 
b, =1, b; =3, δι = 6, bis = 8, by - 1‏ 
و منه فان 
29 = ويه ,218 ون ,10- مره ,4 = وه ,1ع Co‏ 
و بالتالي فان عدد حلول المسألة المعطاة هو 29 = ون 


لكل عدد صحيح 0 لیکن p,‏ هو عدد تجزئات 7 و 2-1 اصطلاحا. 
تزودنا البرهنة التالية بالدالة الولدة للمتتالية ç (p)‏ و الجدير بالذكر أنه لا توجد 


طريقة سهلة معروفة لاستخراج Pa‏ من هذه الدالة. 


مبرهنف(۳۰۳) 
إذا كانت δ)‏ هی الدالة الولدة للمتتالية (,ع) فانه یمکن کتابة 200 على شکل 
حاصل الضرب اللانهاتي 0-47[ [-ومع. 


kz] 


البرهان 

لأي تجزئة للعدد 7 و لكل 7> 27 1 ليكن X,‏ هو عدد مرات ظهور العدد 7 jÉ‏ 
تلك التجزئة. 1X, + 2 "ΠΧ, =n l|‏ حيث 20 X,‏ عدد صحیح لكل 
# >7 >1. وبوضع Y, =iX,‏ لكل ”> ك1. نجد أن p,‏ يساوي عدد الحلول 


الصحيحة للمعادلة م = Y +Y,+- +Y‏ حيث Y =o,i2i,...‏ لكل 7> 5 1. 
و بتطبيق البرهنة(۳۰۱) نجد أن p,‏ يساوي Jolas‏ في مفكوك [OAS‏ 
k=1‏ 


ومن الناحية الأخرى» لحساب معامل "× في مفكوك "(#-0] g@)=|‏ 
k=1‏ 
فإننا نهمل العوامل 
1 


-xy E + +۵ 


حيث kon‏ و بالتالي فإننا نحسب معامل "× في مفكوك '(*-0[ [. و هكذا فان 


k= 


m (p,) هى الدالة المولدة للمتتالية‎ ε(κ) في مفكوك (20 . إذا‎ χ' يساوي معامل‎ p, 


لكل عدد صحيح 1< ۰7 ليكن ,© هو عدد تجزئات 7 التى أجزاؤها مختلفة و 
عددها زوجى و ليكن ,0 هو عدد تجزئات 7 التى أجزاؤها مختلفة و عددها فردي. 


مثال(۳۰۱۳) 
إذا كان ,0 - q, =e,‏ لكل عدد صحیح 1< ۸ و 1= ,4 GË‏ يمكن كتابة الدالة 
الولدة للمتتالية (,4) على الشكل 

s= [a 


k= 


البرهان: نجد بسهولة أن )111[ [=0)ع هى الدالة الولدة للمتتالية (a,)‏ 
z k=l‏ 
حيث a,‏ هو عدد تجزئات 7 التى أجزاؤها مختلفة و 1- a,‏ (أنظر التمرين ۳۰ في 
نهاية هذا البند). و لحساب معامل ”× في مفكوك (#-0[ | فإننا نهمل العوامل 
k=l‏ 


.[ حيث ”< 4. وبالتالي فإننا نحسب معامل ”× في مفكوك (٭-1]‎ )1- x") 
ka 
نلاحظ أن كل تجزئة للعدد 7 بحيث تكون أجزاؤها مختلفة و عددها 7 تساهم بالعدد‎ 
فمثلا التجزئة 4+5 +1+3- 13 تقابل الحد‎ x” في معامل‎ )-1(' 
ἫΝ | 
)-1(* وبالتالي فهى تساهم بالعدد‎ TAO) في مفكوك‎ )-×()-×()-×*()-×( 
5 ka 


في LÍ ç x Jolu‏ التجزئة 2+4+7 - 13 فإنها تقابل الحد ("-)(*<-)(2-) 
في مفكوك [a-v‏ وبالتالي فهی تساهم بالعدد *(1-) في معامل .χ7‏ ولا كان 
i k=l‏ 
= ”(1-) لكل عدد زوجي 7 و 1- = '1-( لكل عدد فردي { فإنه ينتج أن 
معامل x"‏ في مفكوك 0[ ] يساوي ,9 - ,6« 
k=‏ 


(۳۰ هنه(؛‎ γιο 


لكل عدد صحیح موجحب ۸ فان 
s‏ 1- 
و . Pp Ns‏ 


0 ntem roo 


حيث k‏ عدد صحيح موجب. 


البرهان 

لتكن S‏ هي مجموعة تجزئات n‏ التي أجزاؤها مختلفة. إذا كانت AES‏ و كان F‏ 
هو شكل فيرير الصاحب ل 2 فإننا نستخدم الرمز D(A)‏ للدلالة على أصغر أجزاء A‏ 
و نسمي السطر القابل ل DA)‏ في F‏ قاعدة 2 ؛ كما نستخدم الرمز UIW AÇA)‏ 
على طول أطول متتالية متناقصة حدودها أعداد صحيحة متعاقبة و حدها الأول هو أكبر 
أجزاء 2 و حدودها الأخرى أجزاء ل 2 و نسمي الخط المكون من النقاط الأخيرة في 
الأسطر المقابلة لحدود هذه التتالية في F‏ وتر ۸. فمثلا إذا كانت À‏ هي التجزئة 

5 +6 +10+9+8 فان 5-(5)2 و h(A)=3‏ ويوضح الشكل التالي كلا من وتر A‏ 
وقاعدة 1 : 


وتر 2 قاعدة A‏ 


الآن» نعرف العمليتين Β‏ و H‏ على أشكال فيرير كما يلى: 


أولا : إذا كان (2)/ < D(A)‏ و كان تقاطع وتر 2 و قاعدة 2 خاليا أو إذا كان 
b(A) > 1)2( -1‏ و كان تقاطع وتر 2 و قاعدة 2 غير خال فان العملية B‏ تعني 
حذف قاعدة 4 و توزيع نقاطها نقطة نقطة على الأسطر العليا لتكون وترا للشكل 


الناتج. 


ثانيا: إذا كان (7)2 > D(A)‏ و كان تقاطع وتر À‏ و قاعدة 2 خاليا أو Οἱ‏ كان 
B(A) < h(A)+2‏ و کان تقاطع وتر ۸ و قاعدة 2 غير خال فان العملية H‏ تعني 


حذف وتر 4 و إضافة نقاطه أسفل قاعدة 4 لتكون قاعدة للشكل الناتج. 


۳ — 


بما أن إجراء B‏ يتطلب οἱ‏ يكون (7)2 > δ(Λ)‏ و إجراء H‏ يتطلب أن 
يكون AA)‏ < (5)2 فانه يمكن على الأكثر إجراء إحدى العمليتين 8 و H‏ على أي 
شكل F‏ من أشكال فيرير. ويمكن التحقق بسهولة من أنه إذا كان إجراء B‏ على 
الشكل F‏ ممكناً و يعطي الشكل F'‏ فان إجراء H‏ على "1 ممكن و يعطي E‏ 
وبالثل إذا كان إجراء H‏ على الشكل F‏ ممکناً و يعطي الشكل F"‏ فان إجراء B‏ 
على F"‏ ممكن و يعطي F‏ ولا كانت كل من B‏ و H‏ تغير عدد الأجزاء بواحد فان 
B‏ و H‏ تحدثان تقابلاً بين مجموعة التجزئات التي أجزاؤها مختلفة وعددها زوجي 
و مجموعة التجزئات التي أجزاؤها مختلفة وعددها فردي كلما كان إجراء B‏ و H‏ 
ممكنا. و بالتالي فان 0= ,0 - ,© في هذه الحالة. 

إذا كان (7)2 > (5)2 S‏ لا يمكن إجراء H‏ في حالة واحدة فقط و ذلك 
عندما يكون تقاطع وتر 2 و قاعدة 2 غير خال و (۸)2 - D(A)‏ لتكن الحال كذلك 
و .b(A)= (A) =k‏ انا | 


n=k+(k+1)+(k+2)+-+(2k-1)) 
` kGk- D) 
2 
في حالة واحدة فقط و ذلك عندما يكون‎ B فإنه لا يمكن إجراء‎ D(A) < AA) إذا كان‎ 
تقاطع وتر 2 و قاعدة 2 غير خال و (4)/-1-(5)4. لتكن الحال كذلك و‎ 
إذا‎ ۰802-1-۲ 
n = ) +1) + (Kk +2) + (k +3( +--+ 2F 
_ k(3k +1) 
2 


وبملاحظة أنه لا يوجد عددين صحيحين موجبين ks k”‏ بحيث 
K'Gk'-1) _ ۵+ l)‏ 
2 2 


شكل واحد عدد أسطره k‏ من أشكال فيرير عندما يكون 


فان “(1-) = ὁ, -ο,‏ فى هذه الحالة. 


فنجد أنه يمكن إحداث التقابل المذكور أعلاه بعد حذف 


(41) 
να n = 
ᾳ 23 2 


و تنتج التطابقة التالية مباشرة من البرهنة(؛۳۰) والثال(۳»۱۳). 


(Euler’s Identity a مبرهنة(ه.")(متطابقة‎ 


HIE 1 a Q m 2)‏ =( 11 
وبالاستناد إلى متطابقة أويلر و البرهنة(۳۰۳) نحصل على المتطابقة 
زر MIE a‏ 
وبعد حساب معامل ex”‏ 1< 7 من الطرف الأيسر لهذه التطابقة و مساواته بالصفر 
نحصل على العلاقة الارتدادية 
CY 42522 p(n) = p(n -1( + p(n-2)—- ρ(η -- 5) - ρ(η -- 7) +‏ 
p(n -12( + p(n-15)- p(n —-22) + p(n - 26) ۰‏ 


.7 - 1 < 0 حيث‎ p(n-k) يتكون طرفها الأيمن من عدد منته من الحدود‎ ο 
كما یوضح الثال التالي.‎ p(n) ويمكن استخدام هذه العلاقة الارتدادية بفعالية لحساب‎ 


مثال(۳۰۱) 


الحل : 1= p(0)‏ اصطلاحا و بالحساب الباشر نجد أن 


7-(5)م ,5 = (4)م ,3 - (0م ,2 = (2)م ,1 = Ρ(1)‏ 
الآن» نستخدم العلاقة الارتدادية (*) لإنشاء الجدول التالي الذي يبين أن 


.2)11( - 6 


6 7 8 9 10 
p-1 ΠΕΙ 





المبرهنة التالية تبين لنا كيف ننشئ دالة مولدة جديدة من دوال مولدة معطاة. 
. ستظهر أهمية هذا الإنشاء في حل المسائل التعلقة بإيجاد بعض المجاميع. 


(Pi 


إذا كانت (x)‏ الدالة المولدة للمتتالية (a,)‏ و h(x)‏ هي الدالة المولدة للمتتالية 
م هي 5 هي 


: فان‎ (ὦν) 
(a +a +٠٠٠+4,( هی الدالة الولدة للمتتالية‎ sa ὦ) 
Ξ -x 


(ب) C,g(x)+C,h(x)‏ هي الدالة الولدة للمتتالية (Ca, +C,b,)‏ » حيث C.C‏ 
ثابتان. 

چ) x)g(x)‏ -1) هي الدالة المولدة للمتتالية (,©- ,©). 

.8(x) هي مشتقة‎ g'(x) هي الدالة الولدة للمتتالية (,70)؛ حيث‎ xg'(x) ϱ) 
التي‎ (agb, +a bpa ۲۰ ἄμδο) هي الدالة المولدة للمتتالية‎ g(x)h(x) @) 


.)5,( و‎ (αι) coal (convolution) تسمى التفاف‎ 


البرهان 
OS‏ للقاری اثبات الطلوب بسهولة. و فیما يلي نقدم برهانا للفقرة )°( على سبيل 
„Jül‏ 


بما أن "ره 2 ره = ga)‏ فان nax‏ = (٭)'ع. و بالتالي فان 
n=|‏ 


n=] 


[52 o0 
.xg'(x) = 2 7۵,۲" = >` na, x" 
n=l n=0 


مثال(۳۰۱۵) 
آوجد صيغة مختصرة للدالة الولدة للمتتالية (n°)‏ 


l 
تكون‎ (< Ὁ 332 χα! ومن فقرة (د) من‎ τα, κ الحل: الدالة المولدة للمتتالية )1( هي‎ 
هی‎ (n) الدالة الولدة للمتتالية‎ 


۱ 1 ) =x -(-1) x 
“Ix σα ος 1-7 
هی‎ (n°) من فقرة (د) من البرهنة(۳۰۲) تكون الدالة الولدة للمتتالية‎ 


ΠῚ _ | ü= ° +2x(1— x) | ردير ا ع‎ 
ET )1- 4 -x (1 -- x) 


(PANJE 

















أوجد صيغة مختصرة للدالة الولدة للمتتالية (22+...+22 + 17+ ?0( ثم جد 


1 +22 +... + n° 


الحل: من الثال(۳۰۱۵) و باستخدام الفقرة (ἦγ‏ من البرهنة("»۳) تكون الدالة الولدة 
للمتتالية (7:+...-+22 + 1+ 07( هی 


1 x+x _ x+ x2 


({-χγ1-χ (1- (4 


4-1+0) (4-1+Ñ (4-1+2 
=+) Jal j ΠΠ ; سل‎ 


ومئه معامل X"‏ يساوي 











= (x+ x2)(1 — x) ° 


و۸ - 


NS 


_(n+2)Xn+1)n (n+1)n(n -1) n(n +1)(2n +1) 
اوس و عست‎ POS 6 


تمارین(۳۰۱) 


۱- أوجد الدالة الولدة للمتتالية 2,2,2,۰-۰. 

۲- آوجد الدالة الولدة للمتتالية 7,۰۰۰ 7,2,2 2. 

۳- آوجد معامل × في مفكوك )+ ×3 + 22 +۰۰()1-+ ”× + × +1). 

4- ما هي الدالة المولدة لعدد المتتاليات الثنائية من الطول 7؟ 

ه- ما هي الدالة الولدة لعدد المجموعات الضاعفة التي عدد عناصرها r‏ و الأخوذة 
من المجموعة ] پر و..., و۲ ,)؟ 

-١‏ ما هي الدالة الولدة لعدد المجموعات الضاعفة التي عدد عناصرها r‏ و الأخوذة 
من المجموعة 1 {χι Χρ... X‏ بحیث یظهر کل عنصر على الأقل مرة واحدة؟ 
۷- آوجد الدالة الوئدة لعدد الحلول الصحيحة للمعادلة X +X, +X, + X, =r‏ 

إذا كان X, >k‏ لكل 1,2,3,4- „k‏ 
۸- أوجد الدالة المولدة لعدد الحلول الصحيحة غير السالبة للمعادلة 
ح X, + X, + X, + X,‏ + 1 إذا كانت X,‏ ,و , X,‏ آعدادا زوجية و 


X,‏ ,ر أعدادا فردية. 





4- أوجد الدالة المولدة لعدد الحلول الصحيحة للمعادلة 
+X,=6 δ» X + X, + X, + X, + X; =‏ 2 و 0< X,‏ لكل 
.k =1,2,...,6‏ 

۰- أوجد الدالة الولدة لعدد الحلول الصحيحة للمعادلة 2Χι +3X, +5X,=r‏ 
إذا كان ۸< X,‏ لكل 1,2,3 < ۸. 

-١١‏ أوجد الدالة الولدة لعدد طرق توزيع r‏ كرة متطابقة على n‏ صندوقا مختلفا 
بحيث لا يوجد صندوق خال وعدد الكرات فردي في كل صندوق. 

۲- أوجد الدالة الولدة لعدد الأعداد الصحيحة غير السالبة التي هي أصغر من ŠL‏ 
ألف و مجموع أرقامها r‏ 

۳- أوجد الدالة الولدة لعدد طرق اختيار 3 من الأعداد الختلفة من بين الأعداد 
A‏ بحيث لأي عددين ν΄‏ ,۲ منها يكون 2 < κ y|‏ ثم اوجد عدد طرق 
الأختيار في حالة 30 = «. 

4- وضح لماذا *( ۹+۰۶ + × + 1) ليست الدالة المولدة لعدد المجموعات 
الضاعفة التي عدد عناصرها 7 والأخوذة من المجموعة AXXa Xa}‏ ما هي 
الدالة المولدة الصحيحة؟ 

۰- وضح Htx”) DU‏ ”× + × + 1) ليست الدالة المولدة لعدد المجموعات 
المضاعفة التي ١ lapolis sas‏ و الأخوذة من المجموعة SAX Xa X}‏ 

- بين أن * («1-4) = 80۵ هی الدالة المولدة للمتتالية (a,)‏ حيث 

۱ 2η 
«5 
+1)؟‎ × + Ελ +.۰۰( ما هو معامل × في مفکوك‎ -۷ 


۸- أوجد معامل ὁ Χ‏ مفكوك ).+ ”× + × +1). 

84 أوجد معامل X‏ في مفكوك *(۰۰.+ ”× x+‏ +1). 

Ax? tx αντρας γ᾽ في مفكوك‎ x” أوجد معامل‎ -۰ 

.)× + 22.) (1— ×(” في مفكوك‎ x° أوجد معامل‎ -١ 

.) + x γενν) (x + x ++ 7)1 - χ γ᾽ في مفكوك‎ x Jole آوجد‎ —Y Y 

A(x + x+) (x تعر‎ + x? + X3)(— y في مفكوك‎ x” أوجد معامل‎ -۳ 

4- أوجد معامل x°‏ في مفكوك در ی κ.)‏ 

.)1+ × + *”4-.0(')1-<*+(" في مفكوك‎ x" أوجد معامل‎ -٥ 

- أوجد صيغة مختصرة للدالة المولدة للمتتالية (a,)‏ حيث (1- n(n‏ = ,©. 

۷- أوجد صيغة مختصرة للدالة الولدة للمتتالية (a,)‏ حيث ”753 = a,‏ 

—YA‏ استخدم الدالة المولدة المطلوبة في التمرين YI‏ لإيجاد صيغة بسيطة U‏ يلي: 
.2x1+ 3 x 24: ΕΠΗ - 1)‏ 

۹- استخدم الدالة الولدة المطلوبة في التمرين YV‏ لإيجاد صيغة بسيطة U‏ يلي : 
+...+n23"‏ 2232 +3 

۰- لكل عدد صحيم 0 < ۰۸ ليكن a,‏ هو عدد تجزئات 7 التي أجزاؤها مختلفة 
و 1= ,ه. أثبت أنه يمكن كتابة الدالة المولدة للمتتالية (,©) على الشكل 


رب[ [ - (ع. 


(۳۰۳) الدوال δι) οἱ‏ الأسية 


تُعنى الدوال المولدة الأسية بعدد التباديل. في هذا البند سنستخدم بعض 
الخواص الجبرية والتحليلية لتسلسلات القوى لإيجاد عدد التباديل. 


مثال(۳۰۱۷) 
کم عدد التتالیات الأخوذة من المجموعة (A.B)‏ التي تظهر فیها 4 مرة واحدة 


على الأكثر و عدد مرات ظهور B‏ فیها اما 1 أو 2؟ 


الحل : 





3 منه فان العدد الطلوب يساوي 
3l‏ !2 22 !1 
1+1+2+3=7= +—+ + 
ΟἹ 0!2! HH 1!2!‏ 





(Y. مثال(۱۸‎ 


x x) x x ان‎ ; 
ο ας ο ο 


الحل: 


Ë χ' 3 z) x | 1 1 J ἊΝ... 
g(xÁ) = —+— | —+— |= — +| —+— |“ +— 
O HAN 2 OH (O2! Ἡ 12] 


لاحظ أن معامل g(x) á x'‏ مضروبا في !7 يساوي عدد التتالیات من 
الطول ۶ في الثال(۳۰۱۷) لكل 1,2,3 - 1. يمكن تعميم هذه الملاحظة كما في البرهنه 
التالية. 


مبر هنة(۳۰۱۷) 

لیکن a,‏ هو عدد تبادیل ,۲ +۰۰۰+ و7 + -” شيئا مأخوذا من 7 نوعا من الأشياء 
بشرط أن عدد العناصر 7 الملأخوذة من النوع i‏ يحقق 

. =12,....n لكل‎ 7 = 


إن الدالة المولدة الأسية للمتتالية (a,)‏ هى 








-ᾱν -- 





البرهان 
إن حدا نمطیا في مفكوك g(x)‏ قبل التبسيط و تجميع الحدود المتشابهة يكون على 











الشكل المرتب 
x” x xX‏ 
αι)‏ 0 0 
„i = 11:22;‏ وبعد 
التبسيط يكون الحد النمطي الشكل x%*%**‏ —— و للحصول 
بسيط يكون ي على ala, ea,‏ 2 علی 


1 


۽ للبت لا بد أن يكون ۲= ,ه +۰۰۰+ ره + αι‏ و JUL‏ فان معامل 
ala lea,‏ 5 


r 


- في مفكوك gO)‏ يساوي ۽ Σ‏ حيث المجموع مأخوذ على جميع 


5 
العديدات (Ai Azre An)‏ من a‏ 7 التي تحقق قق =F‏ ,++ ريه + ريه و 
تحقق αι εἰίαι,α,,..}‏ لكل 1,2,....7 ΓΞ‏ كما نعلم من ὁ (YE χα!‏ عدد 


تباديل ر +۰۰۰+ ره + بن = ” شيئا مأخوذا من 7 نوعا من الأشياء بشرط أن عدد 


r 





r! ; N" 
اذا معامل‎ πι. هو‎ G, الاشیاء الاخوذة من النوع 7 يساوي‎ 
SA ΚΝ 


مفكوك g(x)‏ يساوي ,۵. و JU‏ فان g(x)‏ هى الدالة الولدة الأسية 
للمتتالية (,©). 


مثال(۳۰۱۹) 

کم عدد طرق ترتیب 7 حروف مأخوذة من المجموعة [4,8,0) إذا كان عدد مرات 
ظهور 4 هو 2 أو 3 أو 6 و عدد مرات ظهور 8 هو 1 أو 5 و عدد مرات ظهور 
© هو 0 أو 3 أو 7. 


الحل: من البرهنة(۰)۳۰۷ العدد المطلوب يساوي !7 مضروبا في معامل × في مفكوك 


الدالة 
χ᾽ χ᾽) x°) x x x αχ‏ 
و بات بت ات بت بت |د g)‏ 
οἱ αἱ 6! 1! 5! 3! 7!‏ 


1 
اط اكاك‎ 
3!1!3! 61! 
7 7 7 
— ο E 
215: 311131 611 


1 
معامل x”‏ في g(x)‏ يساوي ση‏ فالعدد يساوي 
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مثال(۳۰۲۰) 
آوجد الدالة الولدة الأسية لعدد التبادیل من الطول r‏ المأخوذة من مجموعة عدد 


عناصرها 2 


الحل : عدد التبادیل من الطول ۲ المأخوذة من مجموعة sas‏ عناصرها n‏ يساوي 


(m),‏ و منه فان الدالة الولدة الأسية الطلوبة هی 


(a) a) o (n), 2 (n), n 
د‎ yy 


4 7 A) a 5 
(e x” = )1+ x) 


يتضح من المثالين(ه»") و (۳۰۲۰) أن κ)”‏ +1) هی الدالة المولدة العادية 





لعدد التوافيق من الطول ۲ المأخوذة من مجموعة sas‏ عناصرها ۸ و آنها نفسها هي 


الدالة المولدة الأسية لعدد التباديل من الطول r‏ المأخوذة من مجموعة عدد عناصرها 7. 


إن استخراج ,© من الدالة المولدة الأسية یتطلب آحیانا إيجاد مفكوك عبارات 


تحتوي على دوال أسية. و نقدم في البرهنة التالية بعض العلاقات الفيدة في هذا 

















ΠΠ 
(Y.A)455 po 
0 o xÝ n o0 مر “بر‎ 
= نج‎ Ξ- = Á Í 
τ ῥ τ) 2 09 
e" κα 5 × 
2 “(2 e 
e* — e το x! 
2 = برجم‎ (Ὁ 


تركيبيا للفقرة (أ). 








)1( البرهان الجبري: 
k 2062 k k‏ 2 
x x x Mx ΠΧ Πχ‏ 
=(e*)”=e"” =] + e e‏ ...+ +...+ + +] 
H 2! k! <) 1 2! k! ñ‏ ( 


(Ὁ)‏ البرهان الترکیبی : ليكن a,‏ هو عدد المتتاليات من الطول ۶ المأخوذة من مجموعة 
عدد عناصرها ¿n‏ و لتكن (×)ع هى الدالة المولدة الأسية للمتتالية .(a,)‏ نجد 


g(x)‏ بطريقتين مختلفتين. ينتج من المبرهنة(/ (Ye‏ أن 
x χ᾽ xx‏ 
ان (ba ων E‏ = 
go) ETE η )‏ 


و من ناحية أخرى» تعلم من OH‏ أن ۸= ,ه. إذا 
kok.‏ 22 
ی ἐς).‏ 











2 MT 
و بالتالي فإن‎ 
EE aE 
1 2 1 2 


مثال(۳۰۲۱) 
کم عدد التتالیات الثنائية من الطول 7 والتي تحوي عددا فردیا من الأصفار؟ 


الحل : الدالة الولدة الأسية لعدد التتالیات الطلوب هى 


3 2k+l 2 k 











χ X x χ‏ ملاب ول 
ος Παπ, ..)(1+ ο ο es: .)‏ 
e” 1‏ 1 توب β΄ - e‏ 1 
و Ὁ ΠΣ‏ 
r-l‏ 

و منه j ×" Joles‏ (*)2 يساوي ΠΤΙ‏ و من (Pe Via dl‏ العدد المطلوب 
يساوي am‏ 
مثال(۳۰۲۲) 


کم عدد التتالیات من الطول ۲ المأخوذة من المجموعة [1,2,3,4) و (οὐ!‏ یظهر فیها 
کل من 1,2,4 مرة واحدة على الأقل؟ 


الحل : الدالة الولدة الأسية للعدد الطلوب هى 


go) بس ب سوس 4 + ل)‎ ΧΠ' πα ἘΠ Y = e*(e* —1)° 


= ο΄ ]67 — ”ع3‎ + 3e* -1)= ε"" -36᾽ +3e™ — e* 


; ; . 1 27 3 ”4 
و عليه فان معامل '× في مفكوك g(x)‏ يساوي κ πω παρ‏ ومن 


البرهنة(۰)۳۰۱۷ العدد الطلوب يساوي 1- "3.2+ 37*7 - ”4 


4 e— 


و في ختام هذا الفصل نشير إلى أن الدوال الولدة تؤدي دورا مهما في معالجة 


موضوع العلاقات الإرتدادية و سنری ذلك بشىء من التفصيل E‏ فصل قادم. 


تمارین(۳۰۲) 


۱-کم عدد طرق ترتیب 4 من حزوف كلمة SENGINE‏ 

۲-أوجد الدالة الولدة الأسية لعدد الکلمات من الطول ۲ والمأخوذة حروفها من 
الأبجدية (a,b,c d)‏ 

۳-آوچد الدالة الولدة الأسية للمتتالية (r!)‏ 

4 -آوجد الدالة الولدة الأسية للمتتالية (X)‏ 

ه-آوجد الدالة الولدة الأسية οὐκ‏ طرق توزیع 7 شخصا على n‏ غرفة مختلفة 
بحیث لا يقل عدد الأشخاص في الغرفة الواحدة عن أثنين و لا يزيد عن 

--ᾱ‏ آوجد الدالة الولدة الأسية لعدد الکلمات من الطول 0 < ۲ والمأخوذة حروفها 
من الکلمات التالیة : 
MISSISSIPPI (f)‏ 
(ب) HAWAII‏ 


ISOMORPHISM (ج)‎ 


۷- أوجد حس الفقرة (أ) من التمرين ‏ عندما تظهر 1 في الكلمة مرتين على الأقل. 


۸- إذا كانت g(x)‏ هی الدالة الولدة الأسية للمتتالية (,©) و h(x)‏ هی الدالة 
الولدة الأسية للمتتالية (,5) فأثبت g(x)h(x) οἱ‏ هی الدالة الولدة الأسية 


n 


n 
تسمى ,© التفاف ذات الحدين‎ .Ο, -hr abpa حيث‎ (οι) للمتتالية‎ 


k=0 


.(b,) و‎ (a,) للمتتاليتين‎ (binomial convolution) 


الفصل الرابع 


العلاقات الارتدادية 
RECURRENCE RELATIONS‏ 


في كثير من مسائل العدّء تؤدي دراسة ULI‏ و تحليلها إلى كتابة الحل على 
شكل متتالية ...,ر4,4,ر». أحياناء نكتفى بوصف حدود التتالية لتعذر إيجاد أي 
علاقات بين تلك الحدود. فمثلاًء متتالية الأعداد الأولية ...,2,3,5,7,11 لا يعرف 
لحدها العام أي صيغة جبرية صريحة كما لا تعرف أي علاقة بين حدود المتتالية. 
و أحياناً أخرى» يمكن التعبير بسهولة عن الحذ العام بصيغة جبرية صريحة كما في 
حالة المتتاليات الهندسية و المتتاليات الحسابية. و في بعض المسائل» يمكن حساب 
الحذ العام a,‏ ارتدادياً؛ أي» يمكن كتابة معادلة تعطينا a,‏ بدلالة بعض الحدود a,‏ 
حيث ۸> ۲. تسمى المعادلة علاقة ارتدادية» و إذا أمكن التعبير عن a,‏ بصيغة 
جبرية صريحة فانه يقال إن العلاقة الارتدادية قد حلت. و لبعض الأغراض تكون 
الصيغة الجبرية الصريحة للحد العام ره مفيدق ولکن العلاقة الارتدادية تکون آکثر 
فائدة لأغراض أخرى Jb‏ حساب ,© لقيمة معطاة J‏ 7. 

j‏ هذا الفصل» نقدم أصنافاً من العلاقات الارتدادية التي توجد طرائق 


لعليك كما نعالج بعض السائل التي يمكن بناء علاقات ارتدادية لها. وسيلاحظ 


القارئ أن القاربة المتبعة في دراسة العلاقات الارتدادية دُذكر بطريقة معالجة العادلات 


التفاضلية العادية. 
(ES)‏ مقدمة 


لتكن ...,و۵,,۵,مه متتالية. كل صيغة χρό‏ عن الحد العام a,‏ بدلالة واحد 
أو أكثر من الحدود السابقة له .,,4,,41,...,4,,©» لكل ۸< 7 حيث / عدد صحيح 
موجب و ثابت» تسمى علاقة ارتدادية للمتتالية ....,©,,©,20 ؛ كل حد من الحدود 
aa... η‏ لا يحقق العلاقة الارتدادية تسمى قيم هذه الحدود بالشروط 
الابتدائية للمتتالية. تسمى متتالية ما حلا لعلاقة ارتدادية معطاة إذا كانت حدود 
المتتالية تحقق العلاقة الارتدادية. 

يقال عن علاقة ارتدادية إنها خطية من الرتبة k‏ إذا كان يمكن كتابتها على 
الصورة (απ) + ... f. (nu, = g(n)‏ ول + U, Ἐπί],‏ حيث 
f... g‏ ...و دوال معرفة n JS‏ و f,‏ ليست دالة صفرية. إذا كانت g‏ دالة 
صفرية فان العلاقة تسمى متجانسة؛ ويقال إن العلاقة غير متجانسة عندما تكون g‏ 
ليست دالة صفرية. كما يقال إن العلاقة ذات معاملات ثابتة عندما تكون 
f henh‏ دوال قابقة, 

تبين البرهنة التالية أن حل العلاقة الارتدادية الخطية يكون وحيداً عندما 


تعطى الشروط الابتدائية. 


مبرهنة(١١21:)‏ 
يوجد حل وحيد للعلاقة الارتدادية الخطية 


Un + fi Upa + fa (Dug +... f, (Pun = g(n) 


۳۹ - 9 á κ -- τας 4 
ثوابت معطاة.‎ αρα»... η حیت‎ 1 Ωρ, = χι... νι = 4 بحیت‎ 


البرهان : نستخدم الاستقراء الرياضى على n‏ لإثبات أن u,‏ معين بشكل وحيد لكل 
عدد صحيح 0> n‏ . ينتج من الشروط الابتدائية أن کلا من ۰۰.1 10,1 معین 
بشكل وحيد. نفرض أن 6-1 < 7 و أن γι. Ην‏ معينة بشكل وحيد. بما أن 
¿n +1< Kk‏ فان العلاقة الارتدادية تعطى 
ο μα Πο ο‏ 
و بالتالي ينتج من فرضية الاستقراء أن Upa‏ معين بشكل وحيد N‏ 
يساعد المبدأ ἀῶ!‏ على إيجاد حلول للعلاقات الارتدادية الخطية. 


مبر هنة(7. 4( (مبدأ التراكب) (Superpostion principle)‏ 
إذا كان uO‏ حلا للعلاقة الخطية 

u, + رك‎ (Pu, + f, Q)u, +...+ f, (PJ, = g, (n) 
حلا للعلاقة الخطية‎ uP وكان‎ 

u, + ول‎ (Puy; + ول‎ (η), ο +...+ f, (n)u, , = يه‎ (n) 


فان cu + cu?‏ يكون حلا للعلاقة الخطية 


n 


u, + fi Upa + رل +...+ (00) ول‎ (n)u, κ =g (n)+ c,g,(n) 


لاو ووس 


حيث ο, 9 C)‏ ثابتان. 
البرهان: 
[οι u® + CM u®]+ £ (ic u”, + CMU [+ f, (nic, να +c q ss‏ 


AG@[cu οι +c Ἵν ]ره = خر‎ O + + f, (nju, + "+ fe (nju, ] + 
clu? + f (nu + f, (nu, ++ fenu] = g, (n) + c,g,(n) 


Y)‏ .$( العلاقات الارتدادية الخطية المتجانسة 


في هذا البند نرکز اهتمامنا على البحث عن حلول العلاقة الارتدادية الخطية 

المتجائسة زات المعاملات الثابتة. لتكن 0= رم ... + ورلا 6 + u, αι‏ 
علاقة ارتدادية بحيث d,,d,,....d,‏ ثوابت. و اضح أن 0 - ,ا حل لهذه العلاقت 
و يسمى الحل التافه أو الحل الصفري. إذا كان "0 = u,‏ حلا غير تافه للعلاقة فان 
0 + @ تحقق 0= “ "بم + ... + * "يورك + «α” κια”.‏ وبالتالي فان تحقق 

d, =‏ + ... + هر + α΄ +da‏ . و يقودنا هذا التحليل إلى التعريف التالي. 
لتکن 0 = u, + d1, +d Upa +... ανα‏ علاقة ارتدادية ذات معامللات 
ثابتة. تسمى P(x) =x" +۵0, ۱ + ...+ d,‏ كثيرة الحدود المميزة و تسمى 
P(x) = 0‏ المعادلة المميزة οἱ‏ المعادلة المساعدة للعلاقة الارتدادية» و تسمى جذورها 


الجذور المميزة للعلاقة الارتدادية. 


- ات 


و فى الحالة التى تكون فيها الجذور المميزة مختلفة» فإنه يمكن كتابة حلول 
العلاقة الارتدادية بصورة بسيطة نسبياًء أما في الحالة الأخرى فانه يمكن الوصول إلى 


الحلول و لكن الأمر ليس بالبساطة نفسها. 


(E iD 
علاقة ارتدادية خطية ذات‎ u, + d1, + 4 Upa + ... + d1, = 0 ος 
مختلفة. عندئذ » لكل مجموعة من‎ αι,α»,....Ω. معاملات ثابتة» و جذورها المميزة‎ 
يكون‎ CI. C...... الثوابت م6‎ 

U, = O QU + CY T+... + CO sss 9‏ 
حلاً للعلاقة الارتدادية. و لكل حل للعلاقة الارتداديق توجد ثوابت ,6,...,به,ه 
بحيث يمكن كتابة الحل على الشكل (*). تسمى العبارة العطاة في (*) بالحل العام 


للعلاقة الارتدادية. 


البرهان: بما أن Ἂς‏ من 7 = u™ =a’, UP‏ حل للعلاقة الارتدادية» فإنه 
ينتج من مبدأ التراكب أن العبارة المعطاة في (*) حل للعلاقة الارتدادية. الآن نفرض 
أن u, = b,‏ حل للعلاقة الارتدادية» و نبحث عن ثوابت م6:6:,:۰..,6 بحيث 
Os‏ من +... + وه + 6۱0 = u,‏ حلا يحقق الشروط الابتدائية 
bpa‏ = رية,...روة = Uo‏ باستخدام الشروط الابتدائية نجد أن 

οἱ +e, +... + رع‎ = b, 


QC + QC; +... + ἄγοι = b, 


—- Y- 


2 2 2 -ς 
A 064 رعويه‎ + ... + QC, = b, 
۸-1 k- ۸-1 
af € +a ο, +. ται O, = بر‎ 


وإذا كانت ۸4 هي مصفوفة العاملات لهذا النظام من العادلات الخطية» فان محدد 
4 يكون 
det(4) =| a? qa + αἱ‏ 


αἱ |= [[(e, -αι) 


Isi<jsk 





لأنه على شكل محدد فاندرموند . و بما أن +a;‏ ,۵ لكل j‏ ۰1 فان 

.det(4) + 0‏ اذل يوجد لنظام العادلات الخطية حل وحيد. و بالتالي» OB‏ يوجد 
للعلاقة الارتدادية حل على الشكل )3( بحيث δι‏ ...و = οὔ us‏ 
هذا الحل وحيد حسب البرهنة(4۰۱)؛ إذاً يكون هذا الحل هو „Up = b,‏ 


(έ« 1) ἂν 


أوجد صيغة جبرية صريحة للحد العام لتتالية فيبوناتشي التي ت T!‏ 


. 4 =4 =l ۰7 < 2 ره لكل‎ =a, τα, 


ἕ--‏ ات 














الحل: العادلة المميزة 1=0-×- ”× لها الجذران τ‏ = وه و απο‏ 
5 .| 1-5 1+5 . 
إذاء الحل العام هو =a, =1 ο 7 | tef 7 J‏ مه 


أن 
8 
| 1+۷5 

2 
1+5 τ 
πα ΝΟΕ 
n+l n+l 
; 1 ۷5 1- ذله‎ 

δ] “3 {56‏ تت ια,‏ و μασ‏ الاشارة هنا إلى أن استخدام 





و بحل نظام العادلات نجد أن = ,© و بالتالي » نجد أن 





ψ5 2 2 


العلاقة الارتدادية لحساب a,‏ أبسط من استخدام الصيغة الصريحة للغرض نفسه. 


(E Js 


أوجد حل المسألة التالية: 2 <۸ ,0 = a, -54, +6a‏ حيث 5= ,۵ ,2 = مه 


الحل: 
العادلة المميزة 0 = 6+ ×5 - ”× لها الجذران الختلفان 3= G,‏ و 2 = ,©ه. إذاء 
يمكن كتابة الحل العام على الشكل .a, =0 2" + c,3”‏ و ینتج من 5 = ,4 ,2 = ,6 


ان 


-١ f- 


c +c, =2 
26, +3c, = 5 


و بحل نظام العادلات نجد أن 1= «ο =c,‏ إذاء ”3+ 25 - a,‏ 
الآن» نبدأ العمل على الحالة التى لا تكون فیها الجذور مختلفة. 


لتكن 0 = ,م0 .+ ٥1,‏ + ,ا علاقة ارتدادية ذات معاملات ثابتة و من 
الرتبة . إذا كان α‏ چذرا مميزا تكراره 7ح µία)‏ فان u, μα”‏ يكون حلا 


للعلاقة الارتدادية لكل عدد صحیح <r‏ ۷ > 0. 


نضع 1= ο,‏ فى الطرف الأيسر للعلاقة الارتدادية» فنجد آن: 
Cou, + CU, Τζο 2 + ρα =‏ 


can" a" +e (n-DD”e"” +...+c,(n—k)" a" "t = 
k 
a"* c n- j)" a? = 
ο 


a" ۱ 10 - (+ (k~ j)" αι = 


α Σεκ" $|") رز‎ 6-۱ 


1-0 


-λιδ- 


ως ο 
a" (n- k)” `. jz κ) ا‎ (k- jja" il- 
0:۳ (n— k)” ` ην k)” P (a) 


حیث 7( P (x) = Σο, (k=‏ لكل د > 1 > 0. نلاحظ أن 


J=0 

k 
. هى كثيرة الحدود الميزة للعلاقة الارتدادية. و لكي يتم البرهان‎ P. (x) = < 7 

m j=0‏ هو 
يكفي إثبات أن Ρ(α)-0‏ ”> > 0. لهذا الغرض يمكن التحقق بسهولة أن 

P (x) = تک‎ D], Osismes (*) 

وبما أن © جذر مميز تكراره ¿r‏ فإنه توجد كثيرة حدود Το (X)‏ بحيث 
P,(x) = )- αγ T(x)‏ و ۶0 (7,)0. باستخدام (*) نجد أنه يوجد T (x)‏ 
بحيث (x)‏ ,4(7 -2ا) = P.(x)‏ و 0 (2ه) ,1. 
و هكذاء بالاستخدام التکرر للعلاقة (*) نجد أنه لكل 0<i<m‏ توجد كثيرة حدود 
T. (x)‏ بحيث Ρ(χ) 5(α -α)” Τα)‏ و ۶0 (1:)0 . و بالتالي فان 0 = (۶:)0 
لكل 7 > 7 > 0 الا 

لقد وصلنا ΟὟ!‏ إلى وضع مناسب لتقديم البرهنة التي تعطینا الحل العام 
للعلاقة الارتدادية عندما تكون الجذور الميزة في الحالة العامة. 


—\ 1- 


مبرهنة(ه.4) 

لتكن 0 = م ,6 ... + رم + ,ا علاقة ارتدادية خطية ذات معاملات ثابتة و 
من الرتبة ۰ وجذورها الميزة المختلفة ,9,....ره, G‏ لها التكرارات µίαι) τή‏ 
لكل 5 > 1> 0. ενα,‏ لكل مجموعة من الثوابت 


OI 21 σσ دوگ‎ Csr, 
5 


= 2 L... n)a” * 
u, = (e, +e, gn + j teete Ἡ Ja; E (*) 


n i 
i=1 


حلا للعلاقة الارتدادية. للعلاقة الارتدادية» توجد ثوابت 
ر و ر توجد ثوا 


ΓΗ...‏ بحيث يمكن كتابة الحل على الشكل (*). و 


5 


تسم العبارة العطاة فى (*) بالحل العام للعلاقة الارتدادية. 
نسمی ر P č‏ ر 


البرهان: 


نتم من المبرهنة(؛ » (f‏ و مبدأ التراكب أن العبارة المعطاة ὁ‏ (*) حل للعلاقة 


الارتدادية. 
الآن» تفرض أن ,6 = u,‏ حل للعلاقة الارتدادية وتبحث عن ثوابت 


ος‏ 211 ا اك بحيث يكون 
s 5‏ 

* Si o 5 50 Εν 2 7-1 4 

Ja;‏ ل u, = Σα, +C REC R?‏ حلا يحقق الشروط الابتدائية 
ps]‏ 


bra‏ = رياة,...روة = Uo‏ باستخدام الشروط الابتدائية نجد أن 


S 
0 CiT b, 
i=l 


--. y- 


$ 
> G. τος Hite λα, =b, 
i=l 


S 
S (c. + 2 E 21 1)α, = b, 
i=1 


Dic, tC, (k 5 1) Tatas Ci (k a 1 ja, = δι; 
i=l 


و إذا كانت 4 هي مصفوفة المعامللات لهذا النظام من العادلات الخطية» فإن 


1 0 τ 0 1 ah 0 
αι αι 317 αι 0 δε αι 
2 2 35 2 2 τ 2 
Α-| αι 20 εν 2" τα, αι. .' 2 


αι θα να ον κενο 


و كما في إثبات البرهنة(4۰۳) يكفي إثبات أن 0- g ἀαί(4)‏ هذا يكافئ إثبات أن 
صفوف A‏ تكون مجموعة متجهات مستقلة خطياً. و بهدف الحصول على تناقض» 
نفرض أن صفوف 4 تكون مجموعة متجهات مرتبطة خطياً. لكل 1- ۲ > :> 0 ضع 
ai.‏ تل أيه V, - (ai, ία...‏ 


وبما أن {ο Την. μι}‏ مجموعة متجهات مرتبطة خطياء فانه توجد ثوابت 


. i enl i 
10 i G.) 


dV +d V +...+ d, V, = 0 ,رل ليست جميعها أصفاراً بحيث‎ d,..., مك‎ 


k-1 
«Ο()-Σά,χ, ليكن‎ .7 =d,V, + وللاختصار ضع بای ... + ررك‎ 
i=0 


ο ار‎ (0 = DID SfE 1< 2 مؤثراً بحيث‎ D وليكن‎ 


سپ ات 


نلاحظ أن 
=i‏ 
V = 47‏ 
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--] 
2 i οἱ ¿nl yi ENA r, 0 
V = > d (G اور ار‎ QC, ας imi... i αι) 
i=0 


k—1 1-م 1م‎ k-1 
τὸ ναι AOS a Σαρα} 
130 130 1-0 150 
= (Ο(αι ), DQ (a, ),..., D Οία, sD O; )) 
οἱ ينتج‎ V = 0 ومن‎ 
Οί(αι) - (۵) ( 2۰۰۰ = D" Οία, ( 2۰۰۰ = Ρ” Οία.) Ξ0 
تكراره 7 على الأقل.‎ Q(x) إذاً لكل 1>7>5 فان ,© جذر لكثيرة الحدود‎ 
و هذا يناقض أن‎ . + ۲ Έτ ΕΤ =k من آو تساوي‎ μοὶ Q(x) و بالتالي» درجه‎ 


درجه Q(x)‏ آصغر من أو تساوي 1- 1. 


مثال(۰۳) 
آوچد حل المسألة التالية: 
u, — Tu, +164, —12u, > 0‏ 


Uo =l, u, =2, u, = 0 


الحل: 
المعادلة المميزة هى χ)-7χ᾽ +16x-12=0‏ وبالتحليل نجد أن 


-..ᾱ- 


وبالتالي ὁ‏ الحل العام هو ”3 + ۵2 + ”02د u,‏ باستخدام الشروط 
الابتدائية نحصل على 
c +G, =l‏ 
2c, + 30 = 2‏ + 20 


46, + 8c, + 9c, = 0 


و بحل نظام العادلات نجد أن 4- = c,‏ ,2 = يه, ,5 = به. اذل 


u, = 5)2”( + n2" --4(3”)‏ هو الحل المطلوب. 
(4۰۳) العلاقات الارتدادية غير المتجانسة 


يتضح من المبرهنة التالية أن حل العلاقات الارتدادية غير المتجائسة و ثيق 
الصلة بحل العادلات الارتدادية المتجائسة. 


(EVÄ s 
لتكن‎ 

Uy, + Cll Ἐν τομ 2 f(D) .......... tt .ϱ) 
ليكن‎ k علاقة ارتدادية ذات معاملات ثابتة و من الرتبة‎ 


5 


u,” =Y (catete, n" Ya?‏ هو الحل العام للجزء التجانس من (*) ۰ أي 


i=1 


سو 4س 


الحل العام ل 0ع +C,‏ + م00 + η‏ عندئذ» إذا كان u, =u,‏ أي حل 


خاص ل (*) » فان u, = ΤΩ‏ حل د Πω‏ و إذا كان u, =a,‏ أي 
ل í)‏ ° فإنه يوجد ثوابت Csr‏ و6۰۰۰ بحيث يمكن كتابة a,‏ على الشكل 


πα. _ γα (p) ο) (p) 
. )*( 3 حلا عاما‎ u, =1, +u, و يسمى‎ αι =u, +U, 


البرهان: 
ينتج من مبدأ التراكب أن u, - +u, P‏ حل للعلاقة الارتدادية (*) . 


الآن» نفرض أن u, =a,‏ حل 3 (*) و نبحث عن ثوابت Ciit Csr,‏ بحيث يكون 


4 18 í { 4. h (p 
حل للعلاقة الارتدادية‎ u, = a, μα ان‎ ΕΗ سئثبت‎ . ©, = u£ ) +u, ) 
= * ok 
U, FCM ο ον =0 ο... x) 


بالتعويض في الطرف الأيسر ل (**) نجد أن 
= پر ۰ U, οι‏ 
a,- uP + 6۱) — ut) +° + Cp (a, , -uP z‏ 
a, + Cd, H HCA p (UP HUP Εν Εμ) =‏ 
J(n)-fn)=0‏ 
اد u, =a, =u,”‏ حل ل )**( ۰ و بالتالي» توجد توابست ,,1....,0رهت بحيث 


3 


يكون 


u. =a -u,' =D, +. ۰ n" إن(‎ 


Tsee a nt: ya f‏ 36 = ,© كما هو مطلوب. 


i=l 


-1١١9- 


يعتمد إيجاد حل خاص للعلاقة الارتدادية 
μπα = J (PB) .................... : 0)‏ رع + u,‏ 

على (7)/ ؛ و لذلك لا توجد طريقة عامة تعطينا حلولاً خاصة في جميع الأحوال. 
سنكتفي بإعطاء إرشادات للبحث عن حلول خاصة ل (1) عندما تكون f(n)‏ في شكل 
معين» و سنتبع ذلك ببعض الأمثلة التي توضح تلك الإرشادات. 
رل إذا كانت “8,2 + +٠٠١:‏ سرط + =b,‏ )1( حيث ,8,..., ,80,5 ثوابت و كان العدد 
1 ليس جذراً مميزاً للجزء المتجانس من )1( فيمكن البحث عن حل خاص ل (1) على 
الشكل “يرع + ...+ سرع + UP = e‏ حيث ,©,..., ,20,6 ثوابت. 
(ب) إذا كانت 0,۳ + +0٠١:‏ ۸ط + =b‏ (۸) ر حيث bobb,‏ ثوابت و كان 
العدد 1 جذراً مميزاً للجزء التجانس من (1) تكراره r‏ فيمكن البحث عن حل خاص 
ل )0 على الشكل =n (e tentten)‏ 17 حيث ,©,.... ,20,6 ثوابت. 
(ج) إذا كانت ”6 f@)=‏ حيث ۶1 و كان العدد ۸ ليس جذراً مميزاً للجزء 
التجانس من (1) فيمكن البحث عن حل خاص ل )1( على الشكل uP =e, B"‏ 
حيث eg‏ ثابت. 
(د) إذا كانت ۳ = f(n)‏ حيث 1 8 و كان العدد B‏ جذراً مميزاً للجزء التجانس 
من (1) تكراره 7 فيمكن البحث عن حل خاص ل (1) على الشكل "8 uP = ευ‏ 
حيث م6 ثابت. 

يمكن استخدام مبدأ التراكب للبحث عن حل خاص 3 )1( عندما تكون 
fin)‏ على الشكل )0 (η) = 4, (η) +٠٠0 + d,‏ حيث ,4,..., 4.4 ثوابت 


٩ ۲ 


(η). JS;‏ بر .....(8) ر AG),‏ من على شكل an)‏ الفقرة ὦ)‏ أو (ب) أو (ج) أو 
Q)‏ أعلاه. الأمثلة التالية توضح تلك الحالات المختلفة. 


($. $)JÚo 
أوجد حل المسألة التالية:‎ 
a, + ررهة3‎ = 4n° - م2‎ 


8- نه 


الحل 
نجد بسهولة أن ”(3-)ء = αι‏ حيث c‏ ثابت اختياري. و بما οἱ‏ 1 ليس جذراً 
مميزاًء فإنه يمكن الفرض أن ۸ر٥‏ + 6+ من = a,”‏ حل خاص. و بالتعويض 
نحصل على 
+c (n -1( +c,(n—-1)2 = 4n? - 2n‏ وم]3 + οι”)‏ + هن + (co‏ 

و مقارنة العاملات ὦ‏ الطرفين تعطينا نظام العادلات الخطية التالي: 

4c, — 3c, + 3c, = 0 

46, -66; = -2 
40) = 4 

و بحل هذا النظام نجد أن 1= c =1, c,‏ ,0= وه. 


ας) = η ΣΠ; fo‏ و بالتالي فان “م + ۸+ (3-)ه = ,ه. 


ΑΧ 


الآن» نستخدم الشرط الابتدائى 2-4 وه فنجد أن 4-=ء. اذل 


a, = -4)-3(” + n + n°‏ هو الحل المطلوب. 


مثال(4۰۵) 


آوجد حل السألة التالية: 


الحل 
واضح أن =c‏ ه حیث ο‏ ثابت اختياري. وبما أن 1 جذر γω‏ تکراره 1 فإننا 
نفرض أن ο‏ مره = ( aP = n(c, ten‏ حل خاص. و بالتعویض نجد أن 
(con ει’) --[ου( -- 1) +c (n-1)]= n‏ 
و بمقارنة المعاملات نحصل على 
0 = ,€= وه 
1= ,20 
إذاء يا = ο‏ ,ی = وه. و بالتالي فان ”++ ,+= aP‏ 
εἴ‏ ++ 3 +ه - ره. و باستخدام الشرط 21 وه نجد أن 1= ء. إذاً 


tn’‏ + مم + 1- a,‏ هو الحل الطلوب. 


τλλέ- 


مثال(۰0) 
أوجد حلا خاصاً للعلاقة الارتدادية التالية : 


u, — Tu, +10u, 2 


الحل 
يوجد للمعادلة المميزة 0= 10+ ×7 - ”× جذران: 2 تكراره 1 و 5 تكراره 1. إذأء 
3 ليس جذراً مميزاً. وبالتالي نفرض UP = 03” οἱ‏ حيث c‏ ثابت. التعويض يعطينا 


c3" - 7-3"1 +10(c3" 2) 3”‏ 
9c—21c+10c = 9 f‏ و نجد أن ۰2-۶ وبالتالي فان "2-23 uP‏ حل خاص. 


مثال(۰۷) 
أوجد حلا خاصاً للعلاقة الارتدادية التالية: 


n 
a, Δα,ι + 4a, 2} =2 


الحل 
ہما أن 2 جذر مميز تكراره 2 فإننا نفرض أن "7*2 = αἱ”)‏ حل خاص. 
و بالتعويض نجد أن 

cn? 2" -4c(n --1) 2۳۲ + 4c(n - 2)72”? = 2"‏ 
إذا 1= ”)2 - 60 + ”(1- 2)۸ - cn?‏ و تعطينا مقارنة العاملات العادلة 


1= 40 +2 -. إذا c=}‏ و بالتالي فان ”2 = ”12 = αὖ’‏ حل خاص. 


1١8ه‎ 


(t. AJUS 

أكتب صيغة حل خاص لكل من العلاقات الارتدادية التالية: 
a, +24, -2᾽-π᾽ (QÓ‏ 

U, + ,اا‎ Ξ3π2 (Q) 


u, = 4U p ἜΑ“) = (n +1(2” G 


الحل 

(ὦ‏ نجد حلا خاصا ل ”2 = , +2a,‏ ,»© على الشكل ”2 = αἱ‏ لأن 2 ليس جذرا 
مميزا» ونجد حلا خاصا ل a, + 24, = —n°‏ عل الشكل 

نورين + رت + aP = e,‏ لأن 1 ليس جذرا مميزا؛ ثم نستخدم مبدأ التراكب فنجد أن 


Gn ορ”‏ + من + ”2ء = aP‏ هو الحل الخاص الطلوب. 


(ب) بما أن 2 ليس جذرا مميزا فإننا نفرض οἱ‏ الحل الخاص المطلوب هو 


uP = (c + o n)2” 


C]‏ بما أن 2 جذر مميز تكراره 2 فإننا نفرض أن الحل الخاص المطلوب هو 


( 
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uP = n” (ος + o n)2" 


سنقدم في الثال التالي طريقة يمكن اتباعها لحل العلاقات الارتدادية التي يمكن 
كتابتها على الشكل a, + f(n)a,, = g(n)‏ حيث ۶0 /(n)‏ لكل 1< 7. 


-۱ ۱ 


مثال(4.9) 


الحل 
نبدأ بإيجاد حل للجزء التجانس 0 = | a, -2πα,‏ باستخدام التعويض الأمامي أو 
التعويض الخلفي. نفرض أن =u,‏ ۵ حل للجزء التجانس بحيث 21 u‏ إذاء 
u, = 20, «(οἱ su, —2nu, =0‏ و 1= . و بالتالي فان 

u, = 2nu, = 2n[2(n -1( وم‎ ] 


= 22 n(n —1)u,_, = 2 مام‎ —1)(n — و20‎ 
2"n(n—1)(n-—2):::(3)(2)lu, = ۳ 


والان نفرض οἱ‏ الحل الطلوب على الشکل ca, =u,v,‏ فيكون =u‏ م4 ؛ إذا 
2 = ۲. كما يكون 

a, -2πα,| =n, ۷ 21 

u,V, — 2nu, v, = hn 


u,V, ابر‎ =n 


۱۷ 








V, = Vy) z 
ni2” 
n 
πι πο 
n!2 
وبالتالي فان‎ 
n-i n 
ku S Vu o πες ۳ 
(n-1)!2 n!2 
7-2 7-1 7 


= Ya + n-2 + n- n 
(n-2)!2 (3-12 n!2 


H 

















ممصا ا بد σα‏ 
72 22 12 
إذا 
2 
v, = 2+ = p‏ 
”112 22 12 
ويكون الحل المطلوب هو 
1 
a, = U,V, = nl2”|[2 +—+—++ 3 ]‏ 
n!2”‏ 2 12 


و كما هو معلوم» فإنه يمكن استخدام الدوال الولدة العادية و الدوال الولدة 
الأسية في حل العلاقات الارتدادية. و نقدم الآن بعض الأمثلة على ذلك. 


حلماف- 





($t. .)JÚo 
أوجد حل المسألة التالية مستخدما الدوال المولدة.‎ 
ره‎ αι +n, 521 


αρ] 


الحل 
ο αν‏ أن الدالة المولدة للمتتالية (a,)‏ هى (e) = $a,”‏ إذا 
s‏ = 
J (x) = a, + 3a,"‏ 
ml‏ 
۲( + یه SIES‏ 
p=!‏ 


0 00 
=1+ a,x” + nx" 
n=] n=] 


«Ὁ ο 
=l+x> g, x”! + nx" 
n=0 





21+ (+ كل‎ 
وبالتالي فان‎ 
x 
ل‎ sa ss 
< n ο fn+2 
-Σ» “ΣΙ f } 


-λλᾷ- 


ومن معامل x"‏ نجد أن 


1 
تم‎ Dn 


رت 
2 2 


مثال(4۰۱۱) 
استخدم الدوال الولدة لحل السألة التالية : 
n>1‏ ,4۳۷ + م28 = a,‏ 


a, =1 


الحل 
نفرض أن الدالة المولدة للمتتالية (a,)‏ هی a,x"‏ < =(»)/. إذا 
n=0 si‏ 
f(x) =a, +} a,x"‏ 
n=l‏ 


=1+ F Oda 44” x” 
n=1 


z n- 1 - n 
=1+2x> `a, x" tga 


n=l 
= maroil -1 
š 4|1-4x 


وبالتالي فإن 
1-3x‏ 
JO) 0-20-40‏ 


کو 


و باستخدام الكسور الجزثية نجد أن 
1 1 


fosy E εαν 








إذا 
ی n n 1 = N‏ < 1 
Jœ Σολ)‏ 
ερ‏ 27-0 
وبحساب معامل x"‏ نجد أن 


a = lon +14” 
2 2 


مثال(4۰۱۲) 
استخدم الدوال الولدة الأسية لحل المسألة التالية: 
(-D", n21‏ + رركم - d,‏ 


d, =1 


الحل 





dx" | l 
= نفرض أن الدالة الولدة الأسية للمتتالية (,4) هي‎ 
H - 


_ ὦ ۹ d, n 
E ور‎ 


n=] 


a1 
= E +)” 


oO d 5 00 C1)” 
= 1+ n-i e a h 
PATET > ης 


n=} 





-۳٩۹ 2 


Σ‏ = ۰60 إذا 


- 1+ xf (x) + le~ -1] 


وبالتالي فإن 





ومن X" Joles‏ نجد أن 





إذا 





Y)‏ $( بناء العلاقات الارتدادية 
ونختم موضوع العلاقات الارتدادية بإعطاء بعض الأمثلة التي توضح كيفية 


بنائها. 


T= 


مثال(4۰۱۳) 

لتکن }01 =< آبجدية و لترمز a,‏ لعدد الکلمات التي طول کل منها n‏ التي لا 
تحتوي على ثلافة أصفار متعاقبة» أي لا تحتوي على النسق 000. آوجد علاقة 
ارتدادية للمتتالية (αι)‏ و عين الشروط الابتدائية. 

الحل 

×, =1 و لا تحتوي على النسق 000. إذا كان‎ n كلمة طولها‎ xi ,نر‎ ۰۰۰, ος 

فان رد۰۰۰ ×× كلمة طولها 7-1 ولا تحتوي على النسق 0. أما إذا كان 

χι = 0‏ فانه اما أن يكون 01 = χιχ,‏ أو أن يكون 00 = .χιχ,‏ عندما يكون 

xix, = 1‏ فان xxx,‏ كلمة طولها 7-2 ولا تحتوي على النسق 000« 

و عندما يكون 00 = χιχ,‏ فلا بد أن يكون 21 x,‏ بالتالي χιχι'':χ, OÚ‏ تكون 
كلمة طولها 7-3 ولا تحتوي على النسق 000. ينتج من النقاش السابق أن 

مره + مره + =a,‏ ,© لكل 3< ۸. و من جهة ثانية فان 1= مه لان الكلمة 
التي طولها صفرء أي الكلمة الخالية» لا ت تحتوي على النسق 000. و بالثل فان 

γα - 2‏ 4= ره لأن جميع الكلمات التي طول كل منها 1 أو 2 لا تحتو ي على 
النسق 000. 


مثال(4۰۱) 
لتکن (0,1,2,...,9) = X‏ آبجدية و لترمز a,‏ لعدد الکلمات التي طول کل منها n‏ 
و التي 5 تحتوي على عدد زوجي من الأصفار. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالیة (αι)‏ و 


عين الشروط الابتدائية 


-۱۲۳- 


الحل 

لتکن رد۰۰۰ ,ار« x‏ كلمة طولها n‏ و تحتوي على عدد زوجي من الأصفار. إذا كان 
0 ,ا σα πο‏ طولها 7-1 و تحتوي على عدد زوجي من الأصفار. 
Li‏ إذا كان 0= × فان xxxn‏ كلمة طولها 7-1 و تحتوي على عدد فردي من 
الأصفار. بما أن عدد الكلمات التي طول كل منها 7-1 يساوي '”10؛ فنجد أن 
(بمه- *”10) + ,94 = a,‏ أي» '”10+ ,84 = JIa,‏ 1< ۸. کذلك 


ΟὟ αρ =1‏ الكلمة الخالية» لا تحتوي على أصفار. 


مثال(6١.4)‏ 
نقول عن مستقيمات في المستوى إنها في وضع عام عندما تتقاطع زوجا زوجا وأي ثلاثة 
منها لا ἀπο‏ في نقطة. لترمز a,‏ إلى عدد المناطق الناتجة عن 7 من المستقيمات التى 

هي في وضع عام في المستوى. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,©) و عين الشروط 


الابتدائية. 


الحل 

لتكن L.L, L,‏ مستقيمات في وضع عام في المستوى و لتكن A.A... μι‏ 
نقاط تقاطع L,‏ مع [ην L, Lpa‏ على الترتيب. نلاحظ أن النقاط ,4 ٠٠١,‏ يك Αι,‏ 
تقسم L,‏ إلى n‏ جزءا. كما نلاحظ أن یس۰۰۰ ,مر في وضع عام في الستوی» وكل 
جزء من أجزاء L,‏ يقسم منطقة من الناطق المعينة بالمستقيمات ,یل" ,دول إلى 


منطقتين. إذا a, =a, Ἐπ‏ لكل .π»1‏ كذلك» واضح أن 1= a‏ 


-۱۲ 6 


(EAJ 
أوجد علاقة ارتدادية‎ .{1,2,..., A} إلى عدد التبديلات التامة للمجموعة‎ d, لترمز‎ 
وعين الشروط الابتدائية.‎ (d,) للمتتالية‎ 


الحل: 
سنجد ثلاث علاقات ارتدادية مختلفة للمتتالية (,4). 
ὦ)‏ واضح أن 50 .d, =1, d‏ لتكن [1,2,...,۸) = × حيث 3< 27 وليكن 
,۰۰۰ ×× تبدیلا LG‏ للمجموعة 4. إذا 1 «χι‏ بالتالي فان مجموعة التبديلات 
التامة التى فيها 2 = ,. و مجموعة التبديلات التامة التى فيها 3= ۰۲ ...» و 
مجموعة التبديلات التامة التى فيها «χι =n‏ تكون تجزئة لمجموعة التبديلات التامة 
للمجموعة X‏ . واضح أن كلا من أجزاء هذه التجزئة يحتوي على العدد نفسه من 
التبديلات التامة للمجموعة ‏ . ليكن ,© هو عدد التبديلات التامة للمجموعة X‏ و 
αι‏ فيها 2= ,د. إذا =(n-l)a,,‏ ,4. و لحساب ,© فاننا نعتبر مجموعة 
التبديلات التامة التى لها الشكل: 

2X,X, Ky Xa E2, X, # 3,..., Fy EN 
توجد تجزئة لهذه المجموعة إلى جزئين: الأول يتكون من التبديلات التامة التي فيها‎ 
إن عدد‎ x, “1 و الثاني الأول يتكون من التبديلات التامة التي فيها‎ x, =1 
لأنه يساوي عدد التبديلات التامة‎ d, , التبديلات التامة في الجزء الأول هو‎ 


000 واولا للمجموعة (13,4,...,7 التى فيها م ,× ,...,4 # x,‏ 3 ×. أما 


~\Yə- 


عدد التبديلات التامة في الجزء الثاني فهو ,4 «ΟὟ‏ يساوي عدد التبديلات التامة 
۰۰۰۷ ورا للمجموعة (1,3,4,...,7) التي فيها 
X, 3], x, z 3, x, # 4,..., x, # h‏ 
نا بر + ررك = a,‏ وبالتالي فان n23‏ .[ن,4+ مم1(]4-) = d,‏ وإذا 
اصطلحنا على وضع 1= G d,‏ يمكن كتابة العلاقة الارتدادية و الشروط الابتدائية 
على الشكل 
+d ıl 352‏ 1 1(]4- م) = d,‏ 
d, =1, d =0‏ 


(ب) ضع ,4 - a, = d,‏ لكل 1< ”. باستخدام [,4 + ي,1(]4- «) = d,‏ 
نجد أن 
a, =d, -nd ,; Πάρι 1-14, ο]‏ 
l|‏ ب,»- - ره لكل ۸<2 و اعت ται‏ و ینتج a, = )-1(” οἱ‏ لكل 1< . إذا 
d,=nd,; +(-1)” n21‏ 


ات4 
@( ليكن © تبديلا للمجموعة [1,2,...,7) = 4 و لتكن )x € A:o(x) ± x)‏ = 8. 


إذا σ‏ تعطینا تبديلا تاما للمجموغة 2 التی هی مجموعة جزئية من 4 . و نصطلح 


على أن σ‏ تعطینا التبدیل التام الوحید للمجوعة الخالية عندما تکون ó‏ = 8 . 


παρα 


و بالتالي يمكن تعريف تبديلات المجموعة [1,2,...,2) = 4 كما يلي : نختار مجموعة 
جزئية 4 BC‏ ثم نختار تبديلا تاما τ‏ للمجموعة B‏ ثم نعرف تبديلا © للمجموعة 
4 بوضع o(x) = r(x)‏ لكل x€ B‏ و o(x)=x‏ لكل 8 ۶ . و إذا کان ح| 8 | 
οὐ‏ عدد طرق اختیار B‏ يساوي ۳ إذاء بحساب عدد تبديلات 4 مباشرة و عن 
طريق التبدیلات التامة للمجموعات الجزئية من 4 نجد أن 


`. d, =n! 


k=0 


و بالتالي فان 


نقدم الآن المسألة العروفة بأحجية أبراج هانوي 


)421١7(لاثم‎ 

توجد ثلاثة أوتاد رأسية A,B,C‏ على لوحة أفقية. و يوجد n‏ من الأقراص الثقوبة 
حول مراكزهاء و هذه الأقراص مختلفة من حيث الأقطار و مرتبة على الوتد 4 بحيث 
تتناقص أطوال أقطار الأقراص من أسفل إلى أعلى. نريد نقل الأقراص إلى الوتد C‏ شرط 
أن نحمل في النقلة الواحدة قرصا و احدا و شرط أن لا نضع قرصا فوق آخر إذا كان 
الأول أكبر من الثاني قطرا و شرط أن نستخدم الأوتاد A,B,C‏ فقط. المطلوب ايجاد 


٩ ΤΥ-‏ مت 


المتتالية (αι)‏ حيث a,‏ ترمز إلى أصغر عدد ممكن من النقلات التي تفي بغرضنا 


عندما يكون عدد الأقراص يساوي A‏ 


الحل 
يبين الشكل التالي أن n‏ من الاقراص المختلفة مرتبة على 4 الوتد بينما الوتدان 8 و 
C‏ خاليان من الأقراص. 


4 B 6 


Yal‏ ننقل جميع الأقراص ما عدا القرص الأكبر من الوتد 4 إلى الوتد 8. و بالطبع 
οὐ‏ القرص الأكبر يترك ثابتاً في مكانه أثناء اجراء عمليات النقل. إن عدد النقلات 
الأمثل لإنجاز المهمة السابقة يساوي ,,ه. و يبين الشكل التالي الأقراص في الوضع 
الجديد. 


x 


τΛΥλΛλ- 


الآن» ننقل القرص الأكبر من الوتد 4 إلى الوتد C‏ و ننجز هذه الهمة بنقلة واحدة. ثم 
ننقل الأقراص الأخرى من الوتد B‏ إلى الوتد ۰ و ننجز هذه المهمة بعدد من النقلات 
يساوي , ,۰. ويرى القارئ بسهولة أن الخوارزمية السابقة هي الخوارزمية المثلى لنقل 
جميع الأقراص من الوتد 4 إلى الوتد .C‏ 
a, =a, +1+a,, Ñ‏ بالتالي فان 1+ ,20 - ,© لكل 2 < 7. كذلك 
1= ,4 ؛ و إذا اصطلحنا على أن 0= ,© فيكون 

q, Ἔλα, ۲1, n21 


q, = 0 


تظهر أعداد كتلان Catalan numbers‏ في كثير من مسائل العد. و لتقديم هذه 
الأعداد فإننا نختار مقاربة هندسية. إذا كانت لدینا منطقة مضلعة محدبة» و قسمناها 


مجموعة المناطق المثلثة مثالثة للمنطقة الضلعة. 


-λγᾷ- 


مثال(8۰۱۸) 
لكل عدد صحيح 2 < ۰7 لترمز ,ا إلى عدد مثالثات منطقة مضلعة محدبة عدد 
أضلاعها 1+ η‏ لنعرف 1- ,0 = /. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,)۰ ثم 


أوجد صيغة جبرية صريحة للحد العام ,/. 


الحل 
نجد بسهولة أن 1= ,4. نفرض الآن أن 3 ۰7 و لتكن iibi R‏ محدبة عدد 


أضلاعها 7+1 ورؤوسها النقاط Vi Vas Vn‏ كما يوضح الشكل التالي: 


γι 


p Vasl 8 تيلا‎ 
5 ` 





x 


- 
- 
“ 


x= 
بل‎ O 
5 ό 
55 
>= 
š 


5 


© 
ku 





نختار ضلعا ] [viva‏ مثلاء و نثبته. إذا كانت T‏ مثالثة للمنطقة ¿R‏ فان 
[v,v,,]‏ يكون ضلعا لنطقة مثلثة ۵ من مناطق T‏ و يكون أحد 
الرؤوس 1+ ۶ 1 ,۶ νι,‏ رأسا ل . واضح أن ۵ تقسم النطقة التبقية من R‏ إلى 


منطقتين مضلعتين محدبتين R‏ و R,‏ عندما يكون 2 +/ siz‏ 1-1 . أما إذا 


و۳ ۱ 


كان i=k+2‏ أو i=k-l‏ فان R‏ تنقسم إلى ۵ و إلى منطقة مضلعة محدبة 
أخرى '۸ . و من هنا فان عدد أضلاع R‏ يساوي 1+ و عدد أضلاع R,‏ يساوي 
1+ ز -7 حيث J‏ يساوي أحد الأعداد 4-2,... »و عدد أضلاع Δ΄‏ يساوي 
#. واضح أن T‏ تعطينا مثالثات لکل من R'‏ و R,‏ و R.‏ و إذا كان لدينا مثالثات 
لكل من R‏ و R,‏ و cR‏ فإننا نحصل على مثالثة للمنطقة . و پما أن عدد أضلاع 
R‏ و R,‏ و R‏ يساوي n‏ و 1+ -7 و 1+/ على الترتيب فإن عدد مثالثات 
R‏ و R,‏ و Κι‏ يساوي t, a‏ و ,4 و را على الترتيب. و بالتالي» عدد مثالثات R‏ 
يساوي ر,ار/ عندما يكون 2 + / * 7 و 1- عدخ ؛ كما أن عدد مثالثات R‏ يساوي 
tai‏ عندما يكون 2 +4 -: أو 1-/ -: . إذاء εἰ.‏ أي عدد مثالثات ۰16 يحقق 
العلاقة رب + رای + + واوا + یراد 1= ,1 لكل 3<#. و بما أن 
1< ,0 = وا فان t,‏ تحقق لكل 3 < 7 العلاقة 

Ti η} πμ (*)‏ ام ο‏ و وگو + با + t, = lt,‏ 
و لا كانت 21 ,4 فان (*) تتحقق لكل 2 < 7. و نخلص إلى أن التتالية (,) تحقق 


t, =tt, + ور يركوا + رگا‎ N22 


ولإيجاد ,1 نستخدم طريقة الدوال الولدة. فى الحقيقة » لتكن J(x) = 3 tx"‏ هی 
iğ n=0 Ë‏ 
الدالة المولدة للمتتالية (,). عندئذ» 
tx"‏ جر + وا 2,۲۲ - )160 
n=2‏ 


n=0 


~i- 


= fo +x + YL (ο΄, + hf تا‎ 
n=2 


=t +X f(x)f(x) + tta - (tot, + tt )x 
= x+ (f(x)? 
(SO? - f(x) +x = 0 إذا‎ 


š 5 1+ 1ل‎ - 4χ 
فان‎ » ٤ )0( =t =0 δ! وبما‎ GO و منه‎ 


. f(x) = 1-1-4 a 


والآن نجد مفكوك f(x)‏ باستخدام متسلسلة ذات الحدين كما يلي : 


۶۵ = 2-1-47 


3 οἱ 


210 


F 


n An > n _ 1 ολ Ar" 3 n 
ΠΕΣΟ 4 p; ا‎ 114 B. 


=> 1)” 4” τος 1(۰۰۰) το, 


n! 


. 1 1 (- >) =: - 


2 D g الت‎ (- 0 ë: 1. 30 ۰ )211 - 3). n 


2 n: ! 


m 1311 eD 


2 n! 2.4.6...(2n—2) 
12 (2π-2} , 
2 بر‎ (m= 113” 


-\ Yy- 


5-56 
او‎ J- 4x)" ود‎ 1۳۳4۳ | 





7۶ لد قل 1 د 
} | “!1 )(1- بر 0 


5 1 (2n-2 
إذا ¬= ,» لكل 1< ۸. وتسمى التتالية (,©)» حيث‎ 


πι 7-1 


5 2n 
` متتالية اعداد كتلان.‎ ο η | 
n+] η 


ران 


مه 


تمارین 


۱- تسمی الکلمات التی حروفها من الأبجدية (0,1) = < کلمات ثنائية. لترمز 
a,‏ إلى عدد الکلمات الثنائية التي طول کل منها n‏ و التي تحتوي على النسق 
0 . أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية ε(αι)‏ أوجد الشروط الابتدائية » ثم أوجد 
الحل. 

-Υ‏ لترمز b,‏ إلى عدد الكلمات الثنائية التي طول كل منها n‏ و التي تحتوي 
على النسق 000. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (,6) ۰ آوجد الشروط 
الابتدائية » ثم أوجد الحل. 

*- لتكن (1,2,...,7) = 4 Las‏ 0 < 7 و م =4 عندما 0= 7. و لترمز ,© 
إلى عدد المجموعات الجزئية من 4 التي لا يحتوي كل منها على عددين 
صحيحين متعاقبين. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية ε(αι)‏ أوجد الشروط 
الابتدائية . ثم آوجد الحل. 

6- تسمی الكلمة التي حروفها من الأْبجدية (0,1,2,3) = ر2 كلمة رباعية. لترمز 
a,‏ إلى عدد الکلمات الرباعية التي طول کل منها 7 و التي تحتوي على عدد 
زوجي من الحرف 0. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية «(α,)‏ أوجد الشروط 
الابتدائية » ثم أوجد الحل. 

ه- لترمز ,© إلى عدد الكلمات الرباعية التي طول كل منها 7 و التي تحتوي 
على عدد زوجي من الحرف 0 وعدد زوجي من الحرف 3. أوجد نظاما من 


ا 


العلاقات الارتدادية يربط (,4) بامثالها من المتتاليات المعرفة بناء عى زوجية أو 
فردية تكرار الحروف في كلماتها. أوجد الشروط الابتدائية. 
-Ἂ‏ (أ) أوجد الحل للتمرين (A)‏ عندما لا تحتوي الكلمة على النسق 00. 
(ب) أوجد علاقة بين المتتالية (α,)‏ المعطاة في (أ) و متتالية فيبوناتشي (bn)‏ 
(ج) استند إلى (ب) و استخدم عدد الكلمات الثنائية التي طول كل منها n‏ و 
التي تكرار الحرف 0 فيها يساوي k‏ لإثبات أن 
ων n>1‏ 7 
k=0‏ 
۷- أوجد الحل للتمرين (Y)‏ عندما لا تحتوي الكلمة على النسق 000 . 
۸- تسمى الكلمة التي حروفها من الأبجدية (0,1,2) = < μας‏ ثلاثية. أوجد 
الحلول للتمارين (V) «(Ὁ ¿(Y »)١(‏ عندما تكون الكلمات ثلاثية. 
--ᾱ‏ يقال عن مجموعة الدوائر إنها في وضع عام في مستوى إذا كانت تقع في 
الستوی بحيث تتقاطع زوجا زوجا في نقطتين و لا تتقاطع ثلاثا ثلاثا في أية 
نقطة. لترمز a,‏ إلى عدد الناطق الناشئة عن 7 من الدوائر التي هي ὁ‏ وضع 
عام في الستوی. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية ε(α,)‏ أوجد الشروط الابتدائيق 


-٠‏ أوجد الحل لسألة أبراج هانوي عندما يكون عدد الأوتاد أربعة. 


۱- أوجد الحل للتمرين (e)‏ عندما تكون الكلمات ثنائية. 


-۱۳۵- 


۲- أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية (ap)‏ أوجد الشروط الابتدائية» ثم أوجد 
الحل عندما يكون 
a, =1 +2 +. +n? (ἦγ‏ 
(ب) a, =lx2+2x3+--+n(n+])‏ 


a, =1+3+9+ +3” (@ 


ΤΑΥ͂‏ تسمى دائرة على سطح كروي دائرة كبرى إذا كان مركزها هو مركز الكرة 
نفسه. لترمز ,© إلى عدد الناطق على السطح الكروي الناتجة عن 7 من الدوائر 
الكبرى التي لا تتقاطع ثلاثا ثلاثا في أية نقطة. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية 


(a)‏ < أوجد الشروط الابتدائية ε‏ ثم أوجد الحل. 


-٤‏ لترمز ,© إلى عدد تبديلات المجموعة [1,2,...,7) التي يجعل كل منها كل 
عدد في موضعه الطبيعي أو في الموضع الذي يسبق مباشرة موضعه الطبيعي أو في 
الموضع الذي يلي مباشرة موضعه الطبيعي. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية 
(a,)‏ » أوجد الشروط الابتدائية» ثم آوجد الحل. 


=o‏ يستطيع ربوت أن يتحرك إلى الأمام بخطوات كل منها متر أو متران. لترمز 
a,‏ إلى عدد الطرائق التي يقطع بها الربوت مسارا طوله 7 مترا. أوجد علاقة 
ارتدادية للمتتالية c (ap)‏ أوجد الشروط الابتدائية» ثم أوجد الحل. 


9۳ 


d 0 


” 


7 ١ 2: a, b, 3 -1 ۱ 
فأوجد علاقات ارتدادية‎ A" = ۱ و‎ A= 5 إذا كانت‎ 5 
c, 


تربط بين المتتاليات  (b,) «(α,)‏ (,)2,(۰) و استخدم تلك العلاقات 
Αα‏ 


۷- لتكن (/1,2,...,7) = ,8 و لتکن | ,4 |= a,‏ حيث 
{(α,δ,ο) e B3 :a<b<c,b-a=c-b}‏ ,4 . أثبت أن 
+n‏ ,ره = ἄλλ‏ و أوجد علاقة مشابهة تربط بين ره و τα), η‏ ثم أثبت أن 
المتتالية (a,)‏ تحقق العلاقة ۸-2 + αμα‏ ,ه. أوجد الشروط الابتدائية» ثم 


أوجد الحل. 


۸ لتكن المصفوفة A, [αι]‏ مصفوفة من النوع NXN‏ بحيث کل عنصر قطري 
فيها يساوي 2 و کل عنصر يقع فوق أو تحت القطر مباشرة يساوي 1 بينما كل 
عنصر آخر يساوي صفرا. إذا كانت det(A,)‏ = ,4 . فأوجد علاقة ارتدادية 
للمتتالية (,۰)4 أوجد الشروط الابتدائية» ثم أوجد الحل. 


۹- لدينا 27 PPr Pin ἀρῶ‏ موزعة على محيط دائرة بحيث تكون رؤوس 
مضلع منتظم. لترمز a,‏ إلى عدد تجزئات المجموعة Pase Pan)‏ إلى 
أزواج بحيث لا تتقاطع الأوتار العينة بأزواج التجزئة زوجا زوجا. أوجد علاقة 
ارتدادية للمتتالية (a)‏ < أوجد الشروط الابتدائية » ثم أوجد الحل و قارئه 


بأعداد كتلان. 


۱۳۷ 


۰- لترمز a,‏ إلى عدد تجزئات المجموعة (1,2,...,7) dya‏ تكون أجزاء 
التجزئة أزواجا أو مجموعات أحادية. أوجد علاقة ارتدادية للمتتالية ε(αι)‏ 


أوجد الشروط الابتدائية» ثم أوجد الحل مستخدما طريقة الدوال المولدة الأسية. 


۱- آوجد الحل العام لكل من العلاقات الارتدادية التالية؛ و إذا كانت الجذور 
المميزة أعدادا مركبة فاكتب الحل العام معتبرا الثوابت الاختيارية أعدادا مركبة. 
(ἡ‏ 0= ,30+ رره4 - a,‏ 
an-an Tan =0 (5)‏ 
a, +3a„ =0 (Ὁ‏ 
a, +2a, τᾶ. ;-0 (3)‏ 
Έλλα, -0 (Αγ‏ ر a, +104, , +32a,‏ 
و 0=, +a,‏ م3۵ + م32 + a,‏ 
4α,- 20α,ι +17, -4α, ; 50 ο)‏ 


a, + 64 ی ©12+ ىن‎ δα, .-0 Ὁ 


؟١-‏ أوجد حل كل من المسائل التالية؛ و إذا كانت الجذور δ γιοί!‏ أعدادا مركبة 
فاستخدم صيغة دي موافر لكتابة الحل في شكل بسيط. 
a, -7α, +10a, , = 0 (ἡ‏ 


n 


αρ 0, αι Ξ 3 


(ب) 0 = م40 + در ©4 - a,‏ 


-\ YA- 


αρ =1, αι > 6 


a, +A, ἘΩ͂, 2 = 0 (0 


a, < 0, به‎ = 2 


a, “a, ἂν =0 (9) 


αρ =1, αι =1 


a, - 20 + 24,2 - ممل‎ Ξ0 ره‎ 


a, = 2, ۵, =1, a, =1 


αι - 204, + 2a,_, Ξ0 (9) 


αρ], αι =2 


α,-2οοδ(α)αιι +a, , = 0 Ὁ) 


a, = 1, a, = cos(a) 


a, - 6,  +lla,., —6a,_, = 0 (Ὁ 


a, = 2, ۵, = 5, و4‎ =5 


-۱۳۹- 


a, a A n- 7 0 (ط)‎ 


1= يه ,1- = ره ,0= ,۵ ,1= وه 


a, -Ἴα, | +164, —12a, , = 0 (6) 


0 = يه ,2 = به ,1= مه 


۳- أوجد حلا خاصا لكل من العلاقات الارتدادية التالية 
(b‏ 2 +31 = م66 + a, —5a,‏ 
a, +3a, = 4" (<)‏ 
a, ~a, 2η - 1-1‏ 
(o)‏ "2+2 = مم26 + | a, -3ᾱ,‏ 
a, — 4a, + 4an = )-2(* C)‏ 
)9( ۶۷۸-2 ,24 7 بر ad,‏ 
αι + 20, --δα, = 215”) Ὁ)‏ 
—a, = 3cos(nz) @‏ »,44 


(p) 


[a, = ره‎ οοδ(η $) + c, sin(n#) [إرشاد: ضع‎ 


: أوجد الحل لكل من المسائل التالية‎ --γέ 


a, - 36, +2a, =3 ὦ 


do =1, αι =1 


س 


5 
a, -2a, 2۷ (ب)‎ 


1= وه 


)ج( 2= 4a,‏ + بم 44 - وب a‏ 


αρ], به‎ =2 


ιο + αι - 64, = 5)2”) (د)‎ 


do = 2, αι --1 


a, 28,1 Τα, = 2 (3) 


a, ,1ع‎ © = 0 


جاع وج 


a, —7a,, +10a,_, = 80” °) +3(2”*) ο 


q, = -3, ۵, = -3 


an2 ¬ 204 pa + 2a, 5 2" (8) 


a, =1, αι = 2 


--το‏ أوجد الحل لكل من السائل التالية: 


a, +na,, =n (Ñ 


-1t Y- 


2 2 
0 - مره 


n+2 n+1 


+ 607 = 7n (a) 


ad, =1, αι =1 


a; = 2a, = 0 Q) 
αρ 4 


[b, = log, ©, [إرشاد: ضع‎ 


πα, + (n—1)a, , = 27 G) 


a, = 273 


a, AA, = n! Ὁ 


a, =2 


: استخدم الدوال الولدة لحل السائل التالية‎ -١ 
a, Tan -ῃ ὦ 


ας =1 


(ب) "54 24- ,ره 


tY-‏ وت 


ad, - م5۵‎ Ἔδα,οΞ2 +n @ 


αρ], αι =1 


a n2 - ŠA py + δά, - 0 (د)‎ 


1= ,۵ ,0 = وه 


a, ον 34, | + 20,1 رهم‎ 
b =a, +b 


”-] 


αρ], b, = 0 


αμα, +b, +c, (9) 
n 

b. =b, - رع‎ + 4 
n 

Cal =c, برح‎ +4 


αρ], b =0,c, =0 


Sa, + 6b, +1 G)‏ = بره 
D,, =-6a, -Ἴδ, -1‏ 
=F‏ وه ,+= مه 


[ملاحظة : الحل ممكن بطريقة الحذف حيث نجد αμ‏ من العلاقة الأولى ثم 


نعوض عن bmi‏ و عن b,‏ فنحصل على علاقة للمتتالية (α,)‏ فقط.] 


παέέ- 


H 
αρα, + به‎ 4 | +ada +*** +ada = 2" a, Ὁ 


αρ =1, αι Ξ 1 


g, Fan + (n E la, (5) 


αρ aL αι =1 


—\ go- 


الفصل الخامس 


مبدأ برج الحمام و أعداد رمزي 


ΤΗΕ PIGEONHOLE PRINCIPLE AND 
RAMSEY’S NUMBERS 


إن مبدأ برج الحمام بسيط ولكنه أداة فعالة عندما نحاول إثبات أنه يوجد حل لمسألة 
تركيبية. و هذا المبدأ لا يرشدنا إلى كيفية الحصول على حل و لا يعطينا عدد الحلول 
الممكنة و لكنه يخبرنا أنه يوجد حل واحد. على الأقل» للمسألة العاف 


مبرهنة(0.1) (مبدأ برج الحمام) 
ادا m [ο‏ كرة على n‏ صندوقاً و كان m>n‏ فإنه يوجد صندوق يحتوي على 


1+ | کرة على الاقل. 


البرهان: نفرض أن كل صندوق يحتوي على | | كرة على الأکثر. «Ὦ9|‏ یکون عدد 


الكرات أصغر من أو يساوي 


SAET 








ο ο 


و هذا يناقض أن عدد الكرات 77 ا 


هناك صياغات متعددة لهذا المبدأ» و يمكن التعبير عنه بلغة المجموعات كما 


إذا كان B‏ ج 4 f:‏ تطبيقا بحيث ۸ A m,| 8 |= n, m>‏ | و إذا رمزنا للصورة 


العكسية لأي عنصر YEB‏ بالرمز ΤΟ)‏ » فانه يوجد be B‏ بحيث 


دشک د رم دمر 


n 





مثال(۵۰۱) 

لكل عدد صحیح موجب 7 فان کل مجموعة جزئية {ά]»Ω;,...,α,ῃ}‏ عدد 
عناصرها 7+1 من المجموعة (1,2,...,27) يجب أن تحتوي على 

γε عددين أوليين‎ ὦ 


(ب) عددين يقسم أحدهما الآخر. 


البرهان : 
(Ü‏ نكون مجموعة الأزواج ((1,270- (2η‏ ,...,(3,4) ,(1,2)) ع ۸ . لاحظ أن 4|۸ |. 
إذن يكون لدينا 7+1 كرة (الأعداد a,‏ ) نريد توزيعها على n‏ صندوقا (الأزواج 


(1+ ز,ز)). بتطبيق مبدأ برج الحمام نجد أنه يوجد صندوق يحتوي على οὐχ‏ على 


τλέγ- 


الأقل» و بالتالي يحتوي على كرتين بالضبط. إذن تحتوي المجموعة 
{aaz apa)‏ على عددين متعاقبين 2 ,26-1 و هما أوليان تسبیا. 
(ب) لكل 7+1> رز >1 لیکن αι apo‏ حيث ,5 عدد فردي» و لتكن 
(1,3,...,20-1) = . واضح أن 8|۸ | و أن 2 ,58 لكل ز. بما أن sas‏ عناصر 
{bbz bna)‏ يساوي ۸+1 و بما |B|=n οἱ‏ فإنه يوجد ۶7 / بحيث 
b, =b,‏ و بالتالي فان 8,2 - "2 -αι - 5,2“ χα, -ὀ,‏ إذن a,‏ أو بره يقسم 
الآخر. 

إذا كان عدد الكرات الموزعة يزيد على عدد الصناديق بواحد» فانه ينتج من 
مبدأ برج الحمام أنه يوجد صندوق يحتوي على كرتين على الأقل. البرهنة التالية 
ا ديد بسیطا Galoa‏ | 


مبرهنة(؟.ه) 

إذا كانت m ,m,,..., m,‏ أعداداً صحيحة موجبة ووزعنا 

m +m ++ mh, -2+1‏ كرة على E n‏ فإنه إما أن يحتوي الصندوق 
الأول على m.‏ كرة على الأقل» أو أن يحتوي الصندوق الثاني على m,‏ كرة على 
الأقل»....أو أن يحتوي الصندوق رقم 7 على m,‏ كرة على الأقل. 


-4١ لمع‎ 


البرهان: 

نفرض οἱ‏ الصندوق رقم k‏ يحتوي على 1- m,‏ كرة على الأكثر» لكل 
12,....n‏ = /. ادا يكون عدد الكرات أصغر من أو يساوي 

(m. -- 1) + (m, -1( +۰۰۰ + (m, -1( =m, + m, +۰۰۰ m, — h 


وهذا يناقض أن عدد الكرات يساوى B mom term, n+]‏ 


مثال(6۰۲) 
إذا كانت ,مر ...4:۰ ,وه متتالية من الأعداد الحقيقية الختلفة» فانه توجد 


متتالية جزئية متزايدة طولها 7+1 أو توجد متتالية جزئية متناقصة طولها 1+ ۸. 


البرهان 

لكل 1+ ”۸ > 1>1 نفرض أن ἡ‏ طول dabi‏ متتالية جزئية متزايدة تبدأ بالعدد ,۵. 
إذا كان أي ,/ أكبر من أو يساوي ۸+1 فإننا نحصل على الطلوب. لذلك نفرض أن 
> 4 >1 لكل 1. D‏ یکون لدینا 1+ π‏ كرة (الأعداد (t,‏ نرید توزیعها على n‏ 
صندوقا (الأعداد 2 ...2 . بتطبيق مبداً برج الحمام δρ‏ أنه يوجد صندوق يحتوي 
على 1+ - 1 +[ ا كرة على الأقل. أي یوجد على الأقل n+l‏ من الأعداد ۸ 
بحیث تکون متساوية. سنثبت οἱ‏ الأعداد α,‏ الصاحبة لهذه الأعداد + تکون متتالية 
جزثية متناقصة. نفرض أن ,/< ,ا حیث ‏ > :. سنثبت أن ره < ,ه. إذا كان 


ره ك ,© فان a και‏ لأن حدود التتالية العطاة مختلفة. Dy‏ التتالية الجزئية الكونة 


سع و 


من a,‏ متبوعا بأطول متتالية جزئية تبدأ بالعدد ,© تعطينا متتالية جزئية متزايدة 


.1, =1, يناقض أن‎ Das εἰ < >, +1 Í). t +1 طولها‎ 


تمارین(۵۰۱) 
۱- نقول إن 4 نقطة شبكية عندما تکون إحداثياتها أعداداً صحيحة. 
ὦ‏ إذا كانت 1,2,3,4,5= ۸4,1 خمس نقاط شبكية مختلفة في الستوی؛ 
فاثبت أنه توجد بینها نقطتان بحیث تکون نقطة منتصف القطعة 
(ب) إذا كانت 1,2,...,9= 4,1 تسع نقاط شبكية مختلفة في الفضاء 
8 » فأثبت أنه توجد ἐρίῳ‏ نقطتان بحیث تکون نقطة منتصف القطعة 


۲- أثبت أنه إذا رتبت الأعداد 1,2,...,36 عشوائیا بشکل دائري» فانه توجد BW‏ 


۳- تم تشغيل جهاز تکییف لدة 300 ساعة خلال فترة امتدت 15 یوما. أثبت أنه 


توجد ثلاثة أيام متعاقبة شغل خلالها الجهاز لدة 60 ساعة على الأقل. 


تساه ات 


-t‏ عمل سائق سيارة لدة 81 ساعة خلال فترة عشرة أيام. أثبت أنه يوجد يومان 
متعاقبان عمل خلالهما السائق 17 ساعة على الأقل. 

ه- تدرب لاعب شطرنج لدة 77 يوماً. و كان يلعب مباراة و احدة في اليوم على 
الأقل. لكنه لم يلعب أكثر من 132 δω‏ طوال فترة التدريب. أثبت أنه توجد 
أيام متعاقبة خاض خلالها اللاعب 21 مباراة بالضبط. 


- إذا كان μονο ο ο) σι G=(V,E)‏ 2 < | ۰۱۲ فأثبت أنه يوجد 


.deg(x) = deg(y) رد بحيث‎ ٤7 رأسان‎ 


۷- إذا كانت Cio‏ دورة في رسم ماء و إذا عنونت رژوسها عشوائيا بالأعداد 
0 0ه فأثبت أنه توجد 3 رؤوس متعاقبة بحيث يكون مجموع عناوينها 
أكبر من أو يساوي 17. 

- إذا كانت ,رك ,...,,4 ,4 bE‏ في المستوى بحيث 2 < #» و إذا كانت أي ثلاث 


منها غير متسامتة (أي» لا يمر بها مستقيم)» وإذا كانت 11 η‏ من القطع 
الستقيمة تصل بين هذه النقاط فأثبت أن الشكل يحتوي على مثلث. [إرشاد: 


استخدم الاستقراء الرياضي على n‏ و ἴδω‏ برج الحمام [ 


-a‏ إذا صبغت أضلاع الرسم التام م باللونين الأحمر والأزرق» فأثبت أنه توجد دورة 


ثلاثية بحيث يكون لأضلاعها اللون عينه. 


تام ات 


-٠‏ إذا كان J‏ تبدیلا ينتمي إلى زمرة التناظر ς (ο)‏ فأثبت أنه يوجد عددان 


to 
۰ 


صحيحان موجبان i,j‏ بحیث f!‏ = 'كرء ثم استنتج أنه یوجد عدد صحیح 
يد 


۱- إذا كان n‏ عدداً صحيحا موجباء فأثبت أنه يوجد عدد صحيح موجب m‏ 


يقبل القسمة على 7 بدون باق و يحتوي تمثيله العشري على الرقمين 7,0 فقط. 


۲- لتكن αι,ά),....α,‏ متتالية من الأعداد الصحيحة الموجبة بحيث تحتوي 
بالضبط على n‏ من الحدود المختلفة.إذا كان ”2 <77» فأثبت أنه توجد متتالية 
جزئية حدودها متعاقبة في المتتالية الأصلية بحيث يكون حاصل ضرب حدودها 
مریعا کاملا. 

۳- إذا كانت ,,,,©,....2,,© متتالية من الأعداد المختلفة» فأثبت أنه اما توجد 
متتالية جزئية متزايدة sas‏ حدودها n+l‏ أو توجد متتالية جزئية متناقصة عدد 


حدودها 7+1 


-٤‏ لتكن q a... Q A‏ متتالية من الاعداد الصحيحة الوجبة بحیث 
«μμ‏ ...< ره > 4. آثبت أنه ما توجد متتالية جزئية عدد حدودها 1+ 7 


بحیث أي حد من حدودها لا یقسم أي حد آخر أو توجد متتالية جزئية عدد 


حدودها n+l‏ پحیث یقسم کل حد من حدودها الحد الذي يليه. 


— ۵۲ 


--λ9‏ مثلث متطابق الأضلاع » طول ضلعه 2 سم. b‏ هو أكبر عدد من النقاط التى يمكن 
اختیارها من بين النقاط التي تقع داخل الثلث و على أضلاعه بحیث تکون السافة 


بين كل زوج من النقاط الختارة أكبر من 1 سم؟ 


15- مربع طول ضلعه 2 سم. ما هو آکبر عدد من النقاط التي يمكن اختیارها من بين 
النقاط التي تقع داخل الربع و على أضلاعه بحيث تکون السافة بين کل زوج من 
الثقاط الختارة أكبر من V2‏ سم؟ 


ΤΑΝ‏ لتكن a, a,,as 1 = Z‏ رع و ول , A= {a‏ مجموعة مؤلفة 9( 6 أعداد 
صحيحة موجبة مختلفة بحيث 4 > .max( A)‏ لكل XCA‏ ح ۰۵ نجد مجموع 
الأعداد النتمية إلى 2 . أثبت أن الأعداد الناتجة لا يمكن أن تكون مختلفة. 


Z° OS -۸‏ ح {aa A3, Ap A}‏ = 4 مجموعة مؤلفة من 5 أعداد صحيحة 


موجبة مختلفة بحيث 9« .πιαχ(ά)‏ لكل 4 X C‏ ح ۰۵ نجد مجموع الأعداد 


النتمية إلى 2 . أثبت أن الأعداد الناتجة لا يمكن أن تكون مختلفة. 


-λοῦ- 


(۵۰۲) أعداد رمزي 


إذا صبغت أضلاع الرسم التام K,‏ باللونين الأحمر و الأزرق» فإنه يمكن 
استخدام مبدأ برج الحمام لإثبات أنه توجد دورة ثلاثية أحادية اللون. في الحقيقق 
نختار أي رأس v‏ في K,‏ فيكون 5 = (168)7. إذاً لدينا 5 كرات (الأضلاع الساقطة 
على ) نريد توزيعها على صندوقين (اللونين الأحمر و الأزرق). ينتج من مبدأ برج 
الحمام أنه يوجد على الأقل 3 -1+| 2 | أضلاع أحادية اللون ساقطة على «. أي» 
توجد ثلاثة أضلاع › و لتكن c {va}, {vb} ve)‏ لها اللون عينه» و ليكن الأحمر 
مثلا. الآن» إذا كان آحد أضلاع الدورة الثلائية التي رژوسها a,b,c‏ مصبوغا باللون 
الأحمر فإننا نحصل على مثلث γαρ]‏ و إلا Ú‏ نحصل على مثلث أزرق. 

نلاحظ أنه يمكن صبغ أضلاع كل من K,‏ و K,‏ باللونين الأحمر و الأزرق 
بحيث لا نحصل على أي مثلث أحادي اللون. على سبيل الثال» إذا مثلنا اللون 
الأحمر بخط متصل و اللون الأزرق بخط متقطع فإن AS‏ من الرسمين التالیین لا يحتوي 
على أي مثلث أحادي اللون. 





-.δέ- 


كما نلاحظ أنه إذا صبغنا أضلاع K,‏ بلونين» فانه لكل 6 <7 لا بد أن 


يحتوي K,‏ على مثلث أحادي اللون؛ لأن K,‏ يحتوي على نسخة من K,‏ لكل 


مما سبق ينتج أنه إذا صبغنا أضلاع K,‏ بلونین» فإن أصغر عدد 7 يضمن لنا 
احتواء K,‏ على مثلث أحادي اللون يساوي 6. و نقول إن العدد 6 له خاصة رمزي 
من النوع )3,3( و العدد 5 ليس له هذه الخاصة كما نقول إن العدد 6 أحد أعداد 
رمزي. و أكثر تحديداً نقول إن 6 هو عدد رمزي من النوع (3,3) و نكتب 
.RG33)= 6‏ 


تعریف(۵۰۱) 

لتكن hlasi 7, jm‏ صحيحة موجبة dya‏ 2 < ر و 2 < :. نقول إن m‏ له 
خاصة رمزي من النوع G j)‏ إذا تحقق ما يلي : كلما صبغنا أضلاع Kn‏ باللونین 
الأحمر والأزرق» فإنه ما أن يحتوي Ka‏ على K,‏ أحمر اللون أو على Κ,‏ آزرق 


اللون. 


تعریف(۵۰۲) 
لیکن i, j‏ عددین صحیحین موجبین بحیث 2 ز و 2<:. یسمی أصغر عدد 
صحیح موجب له خاصة رمزي من النوع Ci J)‏ بعدد رمزي من النوع G, J)‏ و يرمز 


RG, j) له پالرمز‎ 


هه هس 


نهدف الآن إلى إثبات οἱ‏ العدد RG, j)‏ موجود لكل 2 <7 و2 < ۰7 و 


سنصل إلى ذلك عبر النتائج التالية. 


تمهیدیة(۵۰۱) 

ὦ‏ إذا كان n‏ له خاصة رمزي من النوع (i j)‏ و كان 7< 77 فان m‏ له خاصة 
رمزي من النوع J)‏ ,). 

(ب) إذا كان n‏ لیس له خاصة رمزي من النوع G, j)‏ و كان 7> 27# فان m‏ لیس 

له خاصة رمزي من النوع j)‏ ,0. 

RE, j) < RK, j) فان‎ REJ) (ج) اذا كان ۸ < ۶ ووجد‎ 

RG, J) كلما وجد‎ RG, jJ) = RGD (o) 

.۸K <2 JS R(2,k)=2 (=) 


البرهان: نترك البرهان كتمرين بسيط للقارئ. 


تمهیدیة(۵۰۲) 
إذا كان i, j‏ عددین صحیحین بحیث 3  <‏ و 1<3 ووجد (,1- 100 
و (1- RG,‏ ¿ فان j)‏ ,۸)1 موجود و یحقق 


RC, j) > RC, ز‎ -1( +66 - 1, j) 


-į o- 


البرهان: 
ضع n= RG, 7-1(+ 166-1, j)‏ يكفي أن نثبت أن 7 له خاصة رمزي من النوع 
(i j)‏ اصبغ كل ضلع في K,‏ اما باللون الأحمر أو باللون الأزرق» و افرض أن ν‏ 
أحد رؤوس .K,‏ عرف مجموعتي الرؤوس النفصلتین D‏ و ۴ كما يلي: 
D‏ ء × إذا كان الضلع {ν, κ)‏ أحمر اللون و ۳ إذا كان الضلع {ν,χ)‏ أزرق 
اللون. و بالتالي فان 

2+1 -(ز RG-1,‏ + (1 در RC,‏ -1- م د | انب ظ |<| ΙΟ]‏ 
ΠΗ͂‏ بتطبيق البرهنة(۰)۰۰۱۲ ينتج أنه إما οἱ‏ يكون (1-ز D|> RG,‏ | أو 
F |> ۲6 —1, ἢ‏ |. 
افرض m=| D > RG, j-1) οἱ‏ [ البرهان مشابه في الحالة الأخرى]. B‏ يحتوي 
K,‏ على μοὶ K,‏ اللون أو على ,رک أزرق اللون. ومن 7 > 277 ينتج أن K,‏ 
يحتوي على μοὶ K,‏ اللون أو على ,رک أزرق اللون. في الحالة الثانية» يحتوي 
K,‏ على الرسم التام ۷+ ,رک الذي هو أزرق اللون. D‏ 7 له خاصة رمزي من 


النوع (i, j)‏ ها 
إن النتيجة المباشرة لبرهنة رمزي التالية هي أن عدد رمزي RG, j)‏ موجود 
لكل 2< و 7<2. 


مبرهنه(۰۳ ۵)(مبرهنه رمزي) 
إذا كان i, j‏ عددین صحیحین بحيث 122و 22 ۰7 فانه یوجد عدد صحیح 


موجب له خاصة رمزي من النوع }5{ 


٩ ۵۷ 


البرهان: 

نستخدم الاستقراء الرياضي على n‏ حيث i+ j‏ = 7. من التمهيدية١١»ه)‏ ينتج أن 

2 = (۸)2,2 = (۸)2,3 = (۸)3,2 + و بالتالي فان الطلوب صحيح عندما 4 = cn‏ 

5 = . الآن نفرض أن المطلوب صحيح عند N‏ و نثبت صحته عند 7+1. افرض أن 
ر+1؛-1+م. رذگ + - (1- )+ و - زر +(1-1). من فرضية الاستقراء ينتج 
أنه يوجد عدد صحيح موجب له خاصة رمزي من النوع (7-1,7) كما يوجد sas‏ 
صحيح موجب له خاصة رمزي من النوع G-I‏ و بالتاليء فان Ἂς‏ من j)‏ ,1- )۸ 
RG, j-1)3‏ موجود. «ΟἿ!‏ بتطبيق التمهيدية(7:ه)» نجد أن RG, j)‏ موجود؛ أي 


أن المطلوب صحيح عند 7+1 N‏ 


في بداية هذا البند؛ استخدمنا تلوینات أضلاع K,‏ لتعريف خواص رمزي. 
و لغرض تعميم و تطوير الأفكار السابقة: فإن تعريف خاصة رمزي من نوع ما يصاغ 
بلغة المجموعات على النحو التالي. 


تعریف(۵۰۳) 

لتکن hlasi i jm‏ صحيحة موجبة بحیث 2 < تر و 2 <:. نقول إن m‏ له 
خاصة رمزي من النوع )72 ,06 إذا تحقق ما يلي : إذا كانت V‏ مجموعة عدد 
عناصرها m‏ » و كانت P = (X,Y)‏ تجزئة لمجموعة المجموعات الجزئية من V‏ 
التي عدد عناصر کل منها 2 ؛ فإنه ما أن توجد مجموعة جزئية 1 من V‏ بحیث 


عدد polis‏ 7 يساوي 7 و بحیث تکون مجموعة المجموعات الجزئية من ۶ التی 


ی 


V مجموعة جزئية ل من‎ sag أو أن‎ » X عناصر كل منها 2 محتواة في‎ sas 
وبحيث تكون مجموعة المجموعات الجزئية من‎ j بحيث عدد عناصر ل يساوي‎ 
. ۲ كل منها 2 محتواة في‎ pole التى عدد‎ J 


. RG, j2) بالرمز‎ G, على ما سبق. نرمز لعدد رمزي من النوع (2:ز‎ “ὦ; 

و بهدف التعميم» ος‏ 1,,۸,..., رة i,‏ أعداداً صحيحة موجبة بحيث 
2 < ۸ و ۸< ,1 لكل #,...,1,2 - 7 . نقول إن العدد الصحیح الوچب m‏ له 
خاصة رمزي من النوع (hs izein k)‏ إذا تحقق ما يلي : إذا كانت V‏ مجموعة 
عدد عناصرها m‏ » و كانت P = {X XXn‏ تجزئة لمجموعة المجموعات 
الجزئية من V‏ التى عدد عناصر كل منها k‏ ؛ فانه يوجد j‏ بحيث توجد مجموعة 
جزئية ,1 من V‏ بحيث pols sss‏ ,1 يساوي رأ و بحيث تكون مجموعة 
المجموعات الجزئية من ,7 التى عدد polis‏ كل منها k‏ محتواة في ,× . ويرمز 
لعدد رمزي من النوع E, isei, K)‏ بالرمز ἰ;,....Ι.;κ)‏ ,۸)1 . و يمكن العودة إلى 
المراجع للاطلاع على البراهين التي تبين وجود هذه الأعداد» و سنكتفي هنا بعرض 
الحالة البسيطة التي تجعلنا نلاحظ أن نظرية رمزي تعميم عميق [αεί‏ برج الحمام. 


مبرهنة(4 .8( 


Κι, ...رر‎ ( = + i, teti, τ -1( 


سوو و 


البرهان: 

αμ...‏ ستثبت Yal‏ أن 
m‏ له خاصة رمزي من النوع (آزىة,...ووة (i,‏ لتكن V‏ مجموعة عدد عناصرها cm‏ 
ولتكن {Χι, X,,..., XY‏ = ۶ تجزثة لمجموعة المجموعات الجزئية من V‏ التي 
عدد عناصر كل منها 1. بالاستناد إلى المبرهنة(؟5.ه) نجد أنه يوجد j‏ بحيث 

,< | ,× |. اذل ,× تحتوي على مجموعات جزئية عدد عناصر كل منها οἱ)‏ و 
باختيار أي من هذه المجموعات الجزئية على أنها ,۰7 نستنتج أن m‏ له الخاصة 
المطلوبة. «οι‏ 7# ك ,i,,... l l)‏ ,۸)1 . و للحصول على المساواة نثبت أن 1- 7 
ليس له خاصة رمزي من النوع i.)‏ .... ,ر [). في الحقيقة » إن 

εἰς = (ü -1( +... + 6, -1(‏ ...+ 1ع 1- 7# ؛ و إذا كانت V‏ مجموعة عدد 
عناصرها 27-1 و كائت (,,...,ر ۸ P = {χι‏ تجزئة لمجموعة المجموعات 
الجزئية من V‏ التي عدد عناصر كل منها 1 بحيث تحقق Ei,-1‏ | لكل 
1,2...,,7< ز ؛ فانه لا توجد ,ل بحيث تحتوي على مجموعة جزئية ,7 عدد 
عناصرها Ei,‏ 


تئ هذا البند بالاشارة إلى أن هتاك بعض النتائم ΟΙ‏ تعطی حدودا ἵμο‏ 
و ننهي بند δὰ‏ شارة إلى : κο ο‏ در 


أو حدوداً سفلى لأعداد رمزي. و لكن حساب هذه الأعداد أمر في غاية الصعوبة كما 
أن العروف منها قليل جدا. 


و 


تمارین(۵۰۲) 


.) أثبت التمهیدیة(۱‎ -۱ 
فأثبت أن‎ 124, jzk οἱ إذا‎ -۲ 
Rk, jk) = j )ب(‎ RGk;k)=i ὦ 

RG, 1) إذا كان كل من‎ .: <3, J <3 عددين صحيحين بحيث‎ L. لیکن‎ -Y 

و j)‏ .80-1 عدداً زوجياء فأثبت أن 

1-(ر ,1— RG‏ + (1- زر RG, j > RG,‏ 
:- أثبت أن 4)=9 ΚΩ,‏ كنتيجة لا يلي : 
00 استخدم التمرين ۳ οἱ)‏ أن 9« )4 ΚΩ,‏ 


(ب)أصبغ الرسم أدناه باللون الأحمر و بقية أضلاع الرسم K,‏ باللون الأزرق» 
ثم استنتج أن العدد 8 ليس له خاصة رمزي من النوع (3,4). 


-۱۱- 


-o‏ أثبت οἱ‏ 14= )5 ,۸)3 كنتيجة Ú‏ يلي: 
)( استخدم التمهیدیة(0۰۲) التمهیدیة(۰۰۱)(ه)» و التمرين £ لبيان οἱ‏ 
ΚΩ, 5( > 4‏ 
(ب) آثبت أن العدد 13 ليس له خاصة رمزي من النوع (3,5) » و ذلك 
باستخدام التلوين التالي لأضلاع ورگ . لتکن V = [vv va)‏ هي 
مجموعة رؤوس Κι‏ . لكل I<; J<13‏ اصبغ الضلع {viy}‏ باللون 
الأحمر إذا كان |{ |i-‏ يساوي ۰1 ۰5 8 أو 12 واصبغ الأضلاع المتبقية 


باللون الازرق. 
-٦‏ إذا كان L j‏ عددين صحيحين dym‏ 122 ,152 فأثبت أن 


)> نه 
i-1‏ 


Ca 
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